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RESUMO  

A água oleosa é um termo genérico usado para descrever todas as águas que 

apresentam quantidades variáveis de óleos e graxas, além de uma variedade de 

outros materiais em suspensão. O processo de geração de energia em uma usina 

termoelétrica (UTE) produz várias fontes de contaminação e, entre elas encontra-se 

a produção de água oleosa. Dessa forma, coletar, armazenar e dar uma destinação 

adequada faz parte das atividades operacionais em uma UTE. Existem diversos 

métodos de tratamentos para as águas oleosas, tais como vasos gravitacionais, 

sistemas de filtração em meio granular, flotação por ar induzido ou dissolvido, 

centrifugação, utilização de hidrociclones, entre outros. Entre esses métodos alguns 

tratamentos vêm destacando-se como o processo de flotação por ar dissolvido 

(FAD). Após cuidadosa revisão da literatura, este trabalho realizou experimentos 

para identificação de correlações entre a cinética de FAD e a velocidade de retirada 

de espuma numa câmara de flotação, ou seja, da velocidade de flotação. Para isso, 

foram utilizados métodos estatísticos de regressão numérica não-linear, 

comparando-se modelos matemáticos de FAD. Foi então identificada uma 

correlação para a velocidade de retirada de espuma de uma câmara de flotação, 

cujo valor médio ficou entre 13,09m/h. Dessa forma, mostrou-se que as informações 

sobre os mecanismos de transferência de massa podem contribuir para redução de 

custos em projetos de câmaras de FAD. 

 

.  

 

Palavras-chaves: Água oleosa; FAD; Usina Termelétrica; Velocidade de raspadores; 

Transferência de Massa, Custos de projeto. 
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ABSTRACT 

Oily water is a generic term used to describe all waters with varying amounts of oils 

and greases, as well as a variety of other materials in suspension. The process of 

generating energy in a thermoelectric plant (UTE) produces several sources of 

contamination, among them is the production of oily water. In this way, collecting, 

storing and giving an adequate destination is part of the operational activities in a UTE. 

There are several treatment methods for oily waters, such as gravitational vessels, 

granular filtration systems, flotation by induced or dissolved air, centrifugation, use of 

hydrocyclones, among others. Among these methods some treatments have been 

highlighted as the process of dissolved air flotation (FAD). After careful review of the 

literature, this work carried out experiments to identify correlations between FAD 

kinetics and the velocity of foam removal in a flotation chamber, i.e. flotation velocity. 

For this, statistical methods of non-linear numerical regression were used, comparing 

mathematical models of FAD. A correlation was then identified for the rate of foam 

removal from a flotation chamber, the mean value of which was between 13,09 m/h. 

Thus, it was shown that information on mass transfer mechanisms can contribute to 

cost reduction in FAD camera projects  

 

Key-Words: Oily water; FAD; Thermoelectric Plant; Scraper speed; Mass Transfer, 

Project Costs. 
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INTRODUÇÃO  

Com o crescimento da industrialização dos processos fabris, a quantidade de 

resíduos produzidos juntamente com os produtos fins tem sido um grande problema para 

a sociedade em geral (VALENÇA, 2012). Frente às exigências cada vez mais rigorosas 

dos órgãos reguladores ambientais, o enquadramento da água oleosa gerada em 

diversas atividades industriais constitui-se atualmente em um dos maiores desafios à 

perfeita adequação ambiental de indústrias e prestadoras de serviços, que atuam nos 

mais variados ramos de atividade (PEREIRA, 2017).  

Dentro de uma Usina Termoelétrica (UTE) a limpeza de equipamentos e pisos, 

lubrificação de máquinas e recepção de combustíveis são pontos de contaminação de 

óleo que são coletados e transferidos para um tanque de água oleosa (BORGES NETO; 

CARVALHO, 2012; FRANÇA, 2015). Existem diversos métodos de tratamento para as 

águas oleosas, tais como: vasos gravitacionais, sistemas de filtração em meio granular, 

flotação por ar induzido ou dissolvido, centrifugação e utilização de hidrociclones 

(VALENÇA, 2012). A flotação por ar dissolvido (FAD) é uma técnica de separação 

utilizada para tratar a água poluída com partículas, gotículas ou micro-organismos numa 

gama de 10-100 µm. A técnica de FAD tem sido aplicada em muitas indústrias, como na 

preparação de água bruta em estações de tratamento, na remoção de partículas nas 

indústrias de mineração e processamento mineral, no pré-tratamento no processo de 

dessalinização, na limpeza de resíduos animais na agricultura industrial, para tratamento 

de resíduos em fábricas de processamento de alimentos e em refinarias de petróleo bruto 

(RADZUAN; BELOPE; THORPE, 2016). 

A separação por flotação pode ser utilizada em diversos tipos de equipamentos, 

como por exemplo, em colunas de flotação ou em câmaras. As unidades de flotação 

possuem muitas vantagens em relação a outros equipamentos empregados pela 

indústria de petróleo, tais como decantadores, que são largamente utilizados e ocupam 

um grande espaço. Neste caso, as unidades de FAD em forma de coluna podem ser 

instaladas na própria área produtiva, devido ao menor espaço ocupado (VALENÇA, 

2012). O princípio da flotação é basicamente utilizar bolhas de ar para capturar partículas 

finas (de menos de 10 μm a 500 μm) (NAGHDI; SCHENK, 2016). 

 Um ponto de estudo referente aos processos de flotação por ar dissolvido é a 

dinâmica de escoamento das fases presentes numa câmara de flotação. Lakghomi, 
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Lawryshyn e Hofmann (2015) e Chen, Wang e Yang (2016) aplicaram técnicas de 

fluidodinâmica computacional (CFD), para entenderem as relações entre as microbolhas 

e as partículas dispersas na flotação. Lakghomi, Lawryshyn e Hofmann (2015) 

verificaram que o diâmetro médio das microbolhas e sua densidade no flotador afetam o 

tipo de escoamento, sendo que a presença de escoamento estratificado melhora a 

remoção das partículas. Por sua vez, Chen, Wang e Yang (2016) determinaram a relação 

da concentração de microbolhas na zona de separação do flotador em função da sua 

profundidade e do diâmetro das microbolhas, constatando que quanto menor o diâmetro 

médio das microbolhas, maior a concentração dessas no flotador, mesmo em flotadores 

com zona de separação rasa, característica favorável à remoção das partículas em um 

FAD. Essas informações são essenciais a um projetista de uma estação de flotação, pois 

auxiliam no dimensionamento da câmara de flotação.  

 Outros parâmetros também importantes na operação de um processo de FAD são 

a concentração de ar liberado na água (Car), a pressão interna da câmara de saturação 

(P) e a velocidade dos raspadores de espuma oleosa (vr), sendo que esta última é 

apresentada pela vazão volumétrica do efluente total dividida pela área superficial do 

flotador (Af), segundo Edzwald (2010).  

Normalmente, os flotadores operam sem malhas de controle que regulem essas 

variáveis nas suas condições de projeto. É prática comum que sistemas de flotação 

operem apenas com o monitoramento da turbidez da água clarificada e regulação ON-

OFF do nível de água e da pressão interna do vaso de saturação. Dessa forma, 

estratégias avançadas de controle não são práticas comuns em flotação, pois, embora 

resultem diretamente em menores custos de operação, contribuem com maior custo de 

projeto. 

 O presente trabalho visa elaborar uma forma eficiente de cálculo para a 

velocidade dos raspadores de espuma oleosa, ou seja, da velocidade de flotação, com 

base em resultados experimentais do modelo cinético adotado para o processo de 

flotação. 
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1.2 OBJETIVOS 

1.2.1 OBJETIVO GERAL 

 

Dimensionar raspadores de espuma oleosa em uma célula de Flotação por Ar Dissolvido 

(FAD), com base nas condições de transferência de massa associadas à retirada de 

espuma oleosa – velocidade de flotação. 

 

1.2.2 OBJETIVOS ESPECÍFICOS 

• Selecionar modelos de flotação por ar dissolvido (FAD), no processo de 

separação água-óleo, para testar a velocidade de retirada de espuma oleosa; 

• Realizar experimentos de separação água-óleo por meio de FAD; 

• Adotar correlações de dimensionamento para retirada de espuma oleosa em 

câmaras de separação água-óleo por meio de FAD. 
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1.3 REVISÃO DA LITERATURA 

1.3.1 Águas Oleosas 

Águas residuais oleosas são águas residuais misturadas com óleo sob uma ampla 

gama de concentrações. O óleo misturado na água pode ser gorduras, hidrocarbonetos 

e frações de petróleo, como óleo diesel, gasolina e querosene (JAMALY; GIWA; HASAN, 

2015). Muitas indústrias, como aço, alumínio, alimentos, têxteis, couro, petroquímica e 

acabamento de metal foram relatadas como fontes de altas concentrações de óleo em 

suas águas residuais (KAJITVICHYANUKUL et al., 2011). A produção ou geração de 

águas oleosas industriais é um problema importante para muitas indústrias, já que muitos 

tipos de efluentes tendem a formar emulsões difíceis de serem tratadas 

(SATHTHASIVAM; LOGANATHAN; SARP, 2016; ROCHA E SILVA et al., 2018,). A 

poluição por águas residuais oleosa se manifesta principalmente nos seguintes 

aspectos: afetando a água potável e os recursos hídricos subterrâneos, pondo em risco 

os recursos aquáticos; colocando em risco a saúde humana; elevando a poluição 

atmosférica; afetando a produção de culturas; destruindo a paisagem natural (YU; HAN; 

HE, 2017). A biodegradabilidade do óleo no ecossistema natural é baixa e os 

componentes oleosos podem dificultar por muito tempo as funções biológicas no meio 

ambiente. Portanto, é essencial remover o óleo das águas residuais antes do descarte 

(AN et al., 2017).  

Gotículas de óleo, em água, superior a 150 μm podem ser classificadas como óleo 

livre, gotículas entre 20 e 150 μm são classificadas como óleo disperso e gotículas com 

menos de 20 μm são classificadas como óleo emulsificado ( WANG et al, 2012; TETTEH 

et al, 2017). De acordo com Jamaly, Giwa e Hasan (2015), há uma variedade de métodos 

de tratamento voltados para a remoção das impurezas do óleo podendo ser usada para 

minimizar ou evitar os efeitos adversos das águas residuais oleosas. Exemplos são 

tratamento eletroquímico, filtração por membranas, uso de meios biológicos, adsorção, 

flotação e coagulação química, tratamento utilizando partículas de ferro de nanoescala 

dispersas por ultra-som, dióxido de titânio, ultravioleta a vácuo e minerais naturais e 

tecnologias híbridas, entre outros.  

Tecnologias de separação baseadas em gravidade (por exemplo, sedimentação / 

sedimentação e flotação de gás) são amplamente utilizadas em várias estações de 

tratamento de água para remover óleo (SATHTHASIVAM; LOGANATHAN; SARP, 2016). 
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Os autores ainda destacaram que remoção de óleo pesado livre e disperso não é viável 

usando métodos de sedimentação devido a pequenas diferenças de densidade entre o 

fluido contínuo e o óleo pesado. 

1.3.2 Flotação por Ar Dissolvido (FAD) 

Flotação é um processo de separação e concentração baseada na diferença das 

propriedades físico-químicas das interfaces (BU et al, 2016). Pode ser um processo 

altamente eficiente para a separação sólido-líquido de minerais, bem como para 

tratamento de água e efluentes e, mais recentemente, para destintagem de papel 

reciclado, limpeza de eletrólitos (separação de óleo), separação de plásticos entre si, 

remoção de contaminantes do solo (GHARAI; VENUGOPAL, 2015). 

FAD ou flotação por ar dissolvido, flotação por pressão ou flotação com 

microbolhas é o processo mais utilizado que remove um número de poluentes, entre 

outros, colóides, partículas finas e ultrafinas, precipitados, íons, microrganismos, 

proteínas, óleos dispersos e emulsionados em água (RODRIGUES; RUBIO, 2007). Este 

processo depende basicamente da criação de uma interface ar / líquido / líquido, onde 

uma parte do “óleo” se liga a microbolhas de gás (ar), principalmente devido à 

hidrofobicidade de sua superfície (ROCHE E SILVA et al., 2018). O gás pressurizado é 

dissolvido na fase líquida, usando o saturador, antes de ser despressurizado para 

nuclear pequenas micro-bolhas na faixa de 10-100 µm. Como a solubilidade do gás é 

uma função da pressão, grandes quantidades de micro-bolhas de gás podem ser 

geradas pelo aumento da pressão do saturador. A água saturada de gás é então injetada 

na zona de contato onde ocorrem colisões e aglomerações das bolhas e gotículas. 

Então, os aglomerados entram na zona de separação onde a flotação ocorre 

(SATHTHASIVAM et al., 2016). A camada de espuma que se forma no tanque de 

flotação é removido por raspagem mecânica (GAID; DJAFER; PASTORELLI, 2017). 

Wang et al. (2005) relataram a seguinte comparação interessante entre uma 

unidade FAD e um tanque de sedimentação:  

1. O requisito de espaço mínimo da FAD é de apenas 15% do tanque de sedimentação. 

2. A exigência de volume da FAD é de apenas 5% do tanque de sedimentação. 
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3. O grau de clarificação de ambos os clarificadores é o mesmo com a mesma adição 

química floculante. 

4. O custo operacional do clarificador da FAD é ligeiramente superior ao do 

sedimentador, mas isso é compensado pelo custo de instalação consideravelmente 

menor e seu financiamento. 

5. Os clarificadores FAD são principalmente pré-fabricados em aço inoxidável para 

redução de custos de montagem, controle de corrosão, melhor flexibilidade de 

construção e possíveis mudanças futuras, ao contrário de tanques de sedimentação de 

concreto pesado. 

1.3.3 Mecanismos FAD 

1.3.3.1 Interação Bolha-Ar 

Processos de flotação podem ser estudados a partir de pontos de vista 

macroscópicos e microscópicos. Ao se tratar de aspctos microscópicos, os principais 

passos elementares individuais de flotação são: colisão de uma partícula sólida com uma 

bolha, fixação(adesão) de uma partícula a uma bolha e desprendimento da uma partícula 

de uma bolha (BRABCOVÁ et al., 2015). 

1.3.3.1.1.Colisão 

O encontro de partículas-bolhas (chamado de colisão) é considerado como o 

subprocesso mais eficaz da interação partícula-bolha, devido ao seu impacto direto 

significativo na constante de taxa de flotação e na recuperação da flotação 

(HASSANZADEH et al., 2018). Segundo Brabcová et al. (2015), o subprocesso de 

colisão já começa a partir da aproximação de uma partícula/  bolha que é controlado pelo 

fluxo líquido e o movimento relativo entre a bolha e a partícula. Ainda de acordo com os 

autores, trajetórias de partículas /bolhas determinam onde o encontro ocorrerá. 

Na figura abaixo (Fig. 1), é demostrado esquematicamente a contribuição de cada 

subprocesso no encontro partícula-bolha no intervalo de tamanho da partícula de 0 a 100 

μm, diâmetro de bolha de 0 a 2 mm e densidade de partícula de 0 a 10 

g/cm³  (HASSANZADEH et al., 2018): 
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Figura 1 Classificação regional de subprocessos de bolha de partículas contra o efeito 
do tamanho de partícula, diâmetro da bolha e densidade de partículas 

(HASSANZADEH et al., 2018) 

A eficiência de colisão (EC) (também chamada de eficiência de captura) é definida 

como a relação entre o número de partículas encontrando uma bolha por unidade de 

tempo e o número de partículas se aproximando da bolha a uma longa distância em um 

tubo de fluxo com uma seção transversal igual à área projetada da bolha (Eq. 1) 

(HASSANZADEH et al., 2016):    

 

)(
d

d
E

B

C

N

C
=  (1) 

       

sendo dc e db os diâmetros das partículas e bolhas, respectivamente. A definição dada 

por Schulze (2004)  especifica N como igual a dois.  

1.3.3.1.2 Adesão 

A adesão bolha-partícula é fortemente controlada pelas propriedades de 

superfície descritas em termos de forças superficiais e o afinamento e ruptura do filme 

de água formado quando a bolha e a partícula estão muito próximas. A interação da força 

de superfície entre uma partícula hidrofóbica e uma bolha de gás é significativamente 

contribuída pelas forças intermolecular (van der Waals), elétrica (dupla camada) e 
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hidrofóbica, que são agora investigadas com tecnologias como a microscopia de força 

atômica (NGUYEN; EVANS, 2004). 

Na Figura 2 abaixo são demonstradas as etapas de adesão relacionada ao 

tamanho de bolha, quando uma partícula é hidrofóbica e a outra é hidrofílica. A partícula 

hidrofílica colide com a bolha, mas não se fixa na interface, enquanto a partícula 

hidrofóbica colide e adere espontaneamente:  

 

Figura 2 Etapas de adesão relacionada ao tamanho de bolha (VERAS, 2010) 

O cálculo da fração de partículas que se ligam, isto é, EA, requer um conhecimento 

de (DOBBY; FINCH, 1987): 

(a) a distribuição na superfície da bolha de ângulos de colisão de partículas; 

(b) o ângulo no qual as linhas de corrente de fluido começam a transportar a partícula 

radialmente afastada da bolha, isto é, o ângulo máximo de contato e 

c) a velocidade de deslizamento das partículas. 

O modelo de adesão Dobby-Finch (1987) é usado para calcular a eficiência de fixação 

que é definida como a relação da área correspondente a um ângulo ∅𝐴(ângulo de 

adesão) à área correspondente a ∅𝑡(ângulo máximo de colisão). A equação básica deste 

modelo é expressa na Eq. (2) abaixo (DAI et al., 1999): 
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sendo 𝑑𝐵 e 𝑣𝐵 são diâmetro e velocidade da bolha, 𝑣𝑃 e 𝑑𝑃 são a velocidade e o 

diâmetro da partícula. 

  Um conceito-chave na estimativa da probabilidade de adesão partícula-bolha é o 

tempo de indução, primeiramente articulado por Sven-Nilsson (1934) (VERRELLI; KOH; 

NGUYEN, 2011). O termo  𝑡𝑖𝑛𝑑 está relacionado ao tamanho de partícula, sendo descrito 

da seguinte forma (Eq. 4): 

 𝑡𝑖𝑛𝑑 = 𝐴𝑑𝑃
𝐵 (4) 

os parâmetros A e B são independentes do tamanho das partículas. Verificou-se que o 

parâmetro B é constante com um valor de 0,6 e o parâmetro A é inversamente 

proporcional ao ângulo de contato da partícula (KOH; SCHWARZ, 2006). 

E o ângulo máximo de colisão (∅𝑡) pode ser encontrado da seguinte maneira (Eq. 5) 

 
∅𝑡 = arcsin(2𝛽 (√1 + 𝛽2 − 𝛽))

1
2 (5) 

O número adimensional 𝛽 é definido como (Eq. 6):  

 

𝛽 =
4𝑑𝑃𝑝𝑃

3𝐾𝑑𝐵(𝑝𝑃 −𝑝𝑓)
 (6) 

sendo 𝑝𝑃 e 𝑝𝑓 a densidade da partícula e do líquido, respectivamente. A viscosidade do 

líquido é 𝜂 e K  é o número de Stokes que caracteriza a relação entre as forças inerciais 
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da partícula à resistência viscosa do fluido e é definido como (Eq. 7)(KOUACHI et al., 

2017).   

 
𝐾 =

𝑝𝑃𝑣𝐵𝑑𝑃²

9𝜂𝑑𝐵
 (7) 

1.3.3.1.3 Separação 

A separação das bolhas e partículas ocorrem como resultado do acúmulo de 

forças excessivas na superfície da bolha após a aceleração súbita do agregado de 

bolhas de partículas. Se a força de separação exceder um certo valor (a força de adesão 

máxima), as partículas que antes se fixaram à bolha se desprenderão (CHENG; 

HOLTHAM, 1995). A energia cinética liberada pela desaceleração e impacto na chegada 

na interface provoca o desprendimento das partículas (WANG et al., 2016). 

 Em seu trabalho, Phan et al. (2003) destacou as principais forças que operam na 

superfície das bolhas e que influenciam no processo de separação: 

• Força capilar, Fc; 

• Força de pressão hidrostática, Fh, na área delimitada pelo contato trifásico; 

• Flutuabilidade, Fb, do volume de partículas imersas na fase líquida. 

A energia do desprendimento, Edet, corresponde ao trabalho realizado em forçar uma 

partícula a se mover de sua posição de equilíbrio, podendo ser descrito da seguinte 

forma (RALSTON, 2000): 

 
𝐸𝑑𝑒𝑡 = ∫ Σ𝐹𝑑ℎ(𝜔)

ℎ𝑐𝑟𝑖𝑡(𝜔)

ℎ𝑒𝑞(𝜔)

 (8) 

 

sendo ℎ𝑐𝑟𝑖𝑡(𝜔) é a posição de equílibrio da partícula. 

 

1.3.3.2 Tamanho das Bolhas 

A importância do tamanho de bolhas no desempenho da flotação tem sido 

investigada e confirmada por diversos autores (FINCH, DOBBY, 1991; YOON, 

LUTTRELL, 1988; MILLER, YE, 1989; YOON, LUTTRELL, 1986; DOBBY, FINCH, 1986; 

AHMED, JAMESON, 1985;DOBBY,1984), além disso, também tem se apresentado 

como um importante indicador da eficiência da dispersão do gás. Portanto, o tamanho 
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de bolha é uma variável física essencial e determinante na eficiência de flotação (ZHOU 

et al., 1993). 

O tamanho das bolhas pode variar de 10-100 m (microbolhas), 100-1000 m 

(bolhas intermediárias) e 1000-4000 m (bolhas grandes) (REIS, 2015). A variação da 

vazão de ar e a adição de soluções tensoativas, por exemplo, podem controlar o tamanho 

das bolhas (FILHO et al., 2017). 

1.3.3.3 Transferência de massa: 

A transferência de massa é a base de muitos processos (químicos) e dos vários 

subjacentes processos de separação, onde um ou mais componentes migram dentro de 

uma fase ou de uma fase para outra através da interface (DAVID, 2014). Ainda de acordo 

com o autor, em operações unitárias de separação e reação química, é habitual a 

existência de transferência de massa entre duas fases, isto é, através de uma interface 

que não é mais que a fronteira entre essas fases. Nestas interfaces, que podem ser 

sólido-líquido (por exemplo lixiviação), líquido-líquido (por exemplo extração) e gás-

líquido (por exemplo absorção gasosa, destilação, humidificação, torres de 

arrefecimento, etc.), os mecanismos de transferência são complexos e de difícil 

descrição.  

A transferência de massa do gás para a fase líquida tem uma importância decisiva 

para a descrição de sistemas envolvendo absorção, reações químicas e fermentações. 

A taxa de transferência de massa é proporcional ao gradiente de concentração 

(NEDELTCHEV, 2017). A rota de transporte de um gás solúvel do gás para a fase líquida 

é esquematicamente ilustrada na Figura 3 abaixo:  
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Figura 3  Perfil de concentração de oxigênio dissolvido no estado estacionário nas 
proximidades da interface gás-líquido. Adaptado de (CHISTI, JAUREGUI-HAZA 2002). 

Sendo 𝐶𝐺 é a concentração na fase gasosa, 𝐶𝐺𝑖 é a concentração interfacial do 

componente de difusão na fase de gás, 𝐶𝐿𝑖 é a concentração interfacial do componente 

de difusão na fase líquida e 𝐶𝐿 é a concentração instantânea do componente de 

transferência no líquido. 

O fluxo de transporte (J) da espécie difusora está relacionado ao gradiente de 

concentração (∆𝐶) no filme, a difusividade (D) de um elemento A em B e à espessura do 

filme (𝛿) da seguinte forma (CHISTI, JAUREGUI-HAZA 2002): 

 
𝐽 =

𝐷

𝛿
∆𝐶 

(9) 

 

A constante resultante da proporcionalidade entre o fluxo de matéria e a diferença 

de concentração é chamada de coeficiente de transferência de massa, k. 

Escrevendo 𝑗 = 𝑁
𝐴⁄  , temos: 

 𝑁 = 𝑘𝐴(𝐶𝑖 − 𝐶) (10) 
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De acordo com Pereira (2010), nesta equação k pode possuir os índices L ou G 

dependendo se a concentração tida em conta é do lado do líquido ou do gás, 

respectivamente. 

1.3.3.3.1 Teoria de transferência de massa por difusão  

No passado, várias abordagens teóricas para a descrição da transferência de massa 

em sistemas gás-líquido foram propostas, incluindo modelos baseados na teoria do filme 

e modelos baseados nas teorias de penetração e renovação de superfície  

(KIERZKOWSKA-PAWLAK, 2012). 

Um modelo para transferência de massa turbulenta para ou de um limite de fase 

fluida foi sugerido em 1904 por Nernst, que postulou que a resistência à transferência de 

massa em uma determinada fase fluida turbulenta está em uma região fina e 

relativamente estagnada na interface, chamada filme (SEADER et al., 2011). De acordo 

com Dumont e Delmas (2003) a teoria do filme assume a transferência de massa apenas 

por difusão molecular (D) dentro de um filme de espessura (δ). Assume-se que apenas 

na interface existe equilíbrio das fases, e a concentração do soluto está relacionada com 

a sua pressão parcial através da lei de Henry. O soluto movimenta-se de ou para a 

interface a uma velocidade dependente do tipo de composto e das propriedades das 

fases líquida e gasosa (DAVID, 2014; SEADER et al., 2011). Essas velocidades são 

definidas como coeficientes de transferência de massa, k. Neste caso, k é dado pela 

equação abaixo: 

 
𝑘 =

𝐷

𝛿
 

(11) 

 

A maioria dos processos industriais de transferência de massa é um processo de 

estado instável. Nesses casos, o tempo de contato entre as fases é muito curto para 

atingir um estado estacionário. Este fenômeno não estacionário geralmente não é levado 

em conta pelo modelo do filme. O modelo de penetração, proposto por Higbie (1935), 

define que a transferência de massa é retratada como difusão molecular em condições 

de estado instável na fronteira do fluido, onde 𝑡𝐿 é o tempo de contato entre gás e líquido. 

Neste caso, o coeficiente de transferência de massa local é dado por (DUMONT e 

DELMAS, 2003): 
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𝑘 = 2(

𝐷

𝜋𝑡𝐿
)0,5 

(12) 

 

Danckwert (1951) modificou a teoria da penetração de Higbie. O autor afirmou que 

uma parte da superfície de transferência de massa é substituída por uma nova superfície 

pelo movimento dos redemoinhos perto da superfície e propôs as seguintes hipóteses : 

1) Os elementos líquidos na interface estão sendo trocados aleatoriamente por 

elementos de grandes quantidades; 

2) A qualquer momento, cada um dos elementos líquidos na superfície tem o mesmo 

probabilidade de ser substituído por elemento novo; 

3) Transferência de massa de estado instável ocorre para um elemento durante a 

sua estadia na interface. 

A teoria da renovação de superfícies amplia a teoria da penetração e assume que o 

tempo de contato não é constante, mas sim uma função estatística. A interface gás-

líquido é então um mosaico de elementos de superfície de diferentes tempos de 

exposição. Assim, é introduzido um fator médio de renovação superficial, 𝑠 =
1

𝑡
, em que 

t é o tempo médio de permanência na interface. Neste caso, k é dado pela equação: 

 𝑘 = (𝑠𝐷)0,5 (13) 

 

1.3.3.3.2 Resistências de Transferência de Massa: 

O coeficiente de transferência de massa, 𝑘, pode possuir índices L ou G dependendo 

se consideramos a resistência do lado do líquido ou do gás, respectivamente (PEREIRA, 

2010). De acordo com a Figura 3, podemos considerar as definições dos coeficientes 

parciais: 

 𝑁𝐺 = 𝑘𝐺(𝐶𝐺 − 𝐶𝐺𝑖) (14) 

 

 𝑁𝐿 = 𝑘𝐿(𝐶𝐿𝑖 − 𝐶𝐿) (15) 



 

26 

 

 

sendo 𝑁𝐺 é a a taxa de transferência de massa em termos de pressões parciais e 𝑁𝐿 

é a taxa de transferência de massa líquida com concentrações molares.  

Como o gás tem baixa solubilidade no líquido, a lei de Henry pode ser aplicada mas 

antes deve-se lembrar que ao trabalhar com a Lei de Henry, temos que analisar as 

diferentes formas que essa lei é encontrada na literatura. De acordo com Seader et al 

(2011), quando uma constante de lei de Henry, 𝐻𝐴 , é dada sem citar a equação 

definidora, a equação pode ser determinada a partir das unidades da constante. Por 

exemplo, se a constante tiver as unidades de atm ou atm/fração molar, a lei de Henry é 

dada por 𝑝𝐴 = 𝐻𝐴𝑥𝐴. Se as unidades forem mol / L-mmHg, a lei de Henry é 𝑝𝐴 = 𝑐𝐴/𝐻𝐴. 

No caso das equações acima, na interface, 𝐶𝐺𝑖 e 𝐶𝐿𝑖 estão em equilíbrio. Aplicando 

a lei de Henry: 

 𝐶𝐿𝑖 = 𝐻𝐴𝐶𝐺𝑖 (16) 

 

As computações das taxas de transferência de massa são feitas a partir do 

conhecimento das concentrações de volume 𝐶𝐺 e 𝐶𝐿. Para obter uma expressão para N 

em termos de uma força motriz geral para transferência de massa que inclui ambas as 

fases fluidas, as equações 14 a 16 são combinadas para eliminar as concentrações 

interfaciais, , 𝐶𝐺𝑖 e 𝐶𝐿𝑖 (SEADER, 2011). Resolvendo a equação 𝑁𝐺: 

 
𝐶𝐿𝑖 = 𝐶𝐿 −

𝑁𝐴
𝑘𝐿

 
(17) 

 

Resolvendo a equação 𝑁𝐿: 

 
𝐶𝐺𝑖 = 𝐶𝐺 −

𝑁𝐴
𝑘𝐺

 
(18) 

Combinando a equação 𝑁𝐿 com 𝐶𝐿𝑖 = 𝐻𝐴𝐶𝐺𝑖 para eliminar 𝐶𝐿𝑖 e combinando o 

resultado com 𝑁𝐺 para eliminar 𝐶𝐺𝑖, teremos: 
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𝑁 =

𝐶𝐺𝐻𝐴 − 𝐶𝐿
(𝐻𝐴 𝑘𝐺⁄ ) + (1 𝑘𝐿)⁄

 
(19) 

 

Costuma-se definir 𝐶𝐿
∗ = 𝐶𝐺𝐻𝐴 como concentração fase líquida em equilíbrio com a 

concentração de soluto na fase gasosa, 𝐶𝐺. Agora a equação acima é 

 
𝑁𝐴 =

𝐾𝐿(𝐶𝐿
∗ − 𝐶𝐿)

(𝐻𝐴 𝑘𝐺⁄ ) + (1 𝑘𝐿)⁄
 

(20) 

 

sendo 𝐾𝐿 é é o coeficiente global de transferência de massa baseado na fase líquida 

e definido por: 

 1

𝐾𝐿
=
𝐻𝐴
𝑘𝐺

+
1

𝑘𝐿
 

(21) 

 

As quantidades 𝐻𝐴 𝑘𝐺⁄  e 1 𝑘𝐿⁄  são medidas de resistências de transferência de 

massa de gás e líquido. Quando 1 𝑘𝐿⁄  >>𝐻𝐴 𝑘𝐺⁄ , a resistência da fase gasosa é 

insignificante e a taxa de transferência de massa é controlada pela fase líquida. 

A mesma análise deve ser aplicada em relação coeficiente global de transferência 

de massa na fase gasosa, 𝐾𝐺. 

1.3.3.3.3 Coeficiente de transferência de massa  

O desempenho de uma célula de flotação é o resultado da complexa interação 

entre os fenômenos nas fases de polpa e espuma (NEETHLING; BRITO-PARADA, 

2018). Para uma compreensão razoável de qualquer processo, as quantidades que 

devem ser avaliadas podem ser divididas em três grupos: (i) métodos experimentais que 

determinam a velocidade do processo; (ii) efeitos das variáveis do processo; e (iii) o 

mecanismo ou a equação que denota a velocidade do processo (AHMED; JAMESON, 

1989) 

Os subprocessos que ocorrem em cada fase são coletivamente representados por 

um macroprocesso equivalente, caracterizado por um coeficiente de velocidade. Por 

exemplo, os subprocessos de colisão de bolhas de partículas, ligação de partículas a 
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bolhas seguidas em alguns casos por descolamento e arrastamento de polpa pela rede 

de bolha ascendente são todos representados coletivamente por um processo 

macroscópico, caracterizado por um coeficiente para a transferência de sólidos na fase 

de espuma (HANUMANTH; WILLIAMS, 1992). De acordo com Yianatos et al (2005), 

esses subprocessos envolvidos na flotação são complexos e geralmente não são bem 

compreendidos o suficiente para propor um modelo matemático da teoria que possa ser 

facilmente aplicado ao processo. Portanto, a maioria dos modelos matemáticos 

propostos é empírica e pode ser classificada em modelos cinéticos ou não-cinéticos, 

onde os modelos cinéticos, como o nome sugere, são baseados na cinética de flotação.  

Os estudos de laboratório são realizados por vários motivos, como: controle de 

condições selecionadas devido a variabilidade do processo que pode rapidamente 

confundir qualquer análise de investigação; a capacidade de testar e avaliar uma variável 

de cada vez, mantendo as outras condições constantes para destacar os impactos; a 

realização de testes de laboratório é muito menos dispendioso e por último, os teste 

realizados para um número de variáveis é possível (HANCOCK, 2015). 

Como destacado por Ahmed e Jameson (1989), cada processo deve ser 

analisado em três partes, começando pelos experimentos que definem a velocidade do 

processo, no caso da flotação, a velocidade de flotação do processo, também chamado 

de cinética de flotação. A Cinética de Flotação abrange o estudo da velocidade de 

transferência macromolecular da substância entre as fases e as variáveis que possam 

afetá-la, e a utilização de procedimentos de scale-up para converter o tempo de flotação 

medido no laboratório, em estado não estacionário, até as operações contínuas, para 

determinar o tamanho dos equipamentos de contato. Esses estudos são fundamentais 

para as etapas de pesquisa (desenvolvimento do processo) e de projeto de instalações 

industriais de flotação (YONAVIC, 2004). Muitas abordagens usadas para determinar a 

cinética de flotação podem ser facilmente encontradas na literatura; no entanto, a 

abordagem mais fácil e mais utilizada relaciona o processo de flotação a uma reação 

química. Com base nessa abordagem, o consumo de partículas pelo processo de 

flotação é dado pela equação abaixo (PUGET et al., 2004):  
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 𝜕𝐶

𝜕𝑡
= −𝑘𝐶𝑛 

(22) 

 

sendo C é a concentração de partículas dentro do tanque e k é a constante 

cinética de flotação. 

Em seus trabalhos, (BU et al., 2016) e Gharai e Venugopal (2015) discutem sobre 

a cinética de flotação, descrevendo modelos de distribuição, caracterizando a ordem do 

processos entre outros assuntos importantes para compreensão da flotação. De fato, há 

um tópico abordando tais assuntos com mais detalhes adiante. 

1.3.3.4 Modelos Cinéticos de Flotação 

De acordo com Polat e Chander (2000), os modelos de micro e macro escalas 

têm sido frequentemente utilizados para descrever a cinética de flotação. Dentro desses 

modelos, o autor divide o modelo de macro escala em duas categorias: empírica e 

fenomenológica.  

1.3.3.4.1 Modelos empíricos 

Os modelos empíricos são muito específicos para o seu ambiente e, oferecem 

pouca capacidade preditiva além das condições usadas em sua avaliação (NGUYEN; 

SCHULZE, 2004). Como esses modelos não incorporam características físicas, o uso é 

limitado em circunstâncias em que há uma mudança nas propriedades do minério 

(particularmente a liberação), distribuição de tamanho ou porcentagem de sólidos da 

alimentação para um circuito (NEWCOMBE, 2014).  

1.3.3.4.2 Modelos Fenomenológicos 

 Os modelos fenomenológicos são derivados da conservação das equações de 

massa, momento e energia. Esses modelos fornecem relacionamentos entre a causa e 

o efeito do processo através do uso de equações derivadas pela compreensão da física 

e química dos subprocessos importantes (GHARAI; VENUGOPAL, 2015). Os modelos 

fenomenológicos podem ser amplamente explicados em 3 grupos: equilíbrio 

populacional, modelos probabilísticos e cinéticos (POLAT;CHANDER, 2000).  

Os modelos cinéticos são estabelecidos com base na analogia entre uma reação 

química (colisão de moléculas) e um importante mecanismo de flotação, isto é, a colisão 
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entre partículas hidrófilas ou hidrofóbicas e bolhas de ar no volume de polpa (BU et 

al.,2017). 

A cinética de flotação de primeira ordem foi proposta por Zuniga (1935). Ele 

aplicou a equação diferencial da cinética de reação química que, em geral, pode ser 

escrito como (BROŻEK; MŁYNARCZYKOWSKA, 2007):  

 

 𝜕𝐶

𝜕𝑡
= −𝑘𝐶𝑛 

 

(23) 

Em que: C (t) - concentração de partículas suspensas restantes na câmara de flotação 

até o momento t, k - constante de taxa de flotação, n - constante caracterizando o caráter 

de ordem do processo (ordem de cinética de flotação). 

De acordo com Bu et al. (2017), a recuperação de particulas no produto de flotação (R) 

depois do tempo de flotação (t) é definido como : 

 

 
𝑅(𝑡) =

𝐶0 − 𝐶(𝑡)

𝐶0
 

 

(24) 

 𝐶0𝑅 = 𝐶0 − 𝐶 (25) 

 

Sendo C0 é a concentração de partículas flotadas que permancem na câmara de flotação 

com a condição inicial (t=0). Geralmente, é considerado que o valor de C0 é igual a 1, ou 

seja, não há produto flotado no tempo de flotação inicial (t=0). Conseqüentemente, no 

estado de equilíbrio, o valor de recuperação após um longo tempo de flotação é menor 

que 1 e é igual a 𝑅∞. Sobre essa condição (𝑡 → ∞), a recuperação final pode ser expressa 

por: 

 
𝑅∞ =

𝐶0 − 𝐶∞
𝐶0

= 1 −
𝐶∞
𝐶0

 (26) 

 

O desenvolvimento da equação de Recuperação, demonstrando suas integrações e 

derivadas se encontra no Apêndice desse trabalho. No fim, o resultado dos cálculos irão 

dar a equação a seguir 
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 1 −
𝑅

𝑅∞
= 𝑒−𝑘𝑡   (27) 

 

Ajustando, encontra-se o modelo clássico de primeira ordem (BU et al., 2016):  

MODELO 1: Modelo Clássico de Primeira ordem 

 𝑅 = 𝑅∞[1 − 𝑒−𝐾𝑡] (28) 

onde, 𝑅∞ é a recuperação máxima e K constante média da taxa de flotação. 

MODELO 2: Modelo Clássico de primeira ordem com correção de tempo. 

Em certos casos, incorporando resultados laboratoriais e industriais, um intervalo 

de tempo é encontrado entre o momento em que o material entra na célula de flotação e 

o tempo que flutua livremente. O uso do conceito de tempo de atraso foi mostrado para 

ser utilizado em laboratório e em aplicação industrial e ampliar fins. Na planta, o tempo 

de retardamento provavelmente representa tempo insuficiente de condicionamento de 

reagente/lodo e/ou mistura incompleta na primeira célula. Este atraso ou tempo de 

indução pode ser uma medida importante (SRIPRIYA, 2003). A forma matemática do 

modelo é dada por: 

 

 𝑅 = 𝑅∞[1 − 𝑒−𝐾1(𝑡+𝑡𝑐)]    (29) 

 

onde tc é a correção de tempo e k1 é a constante de taxa do modelo clássico de primeira 

ordem com correção de tempo. 

  

 MODELO 3: Modelo de Primeira ordem com distribuição retangular de 

flotabilidade. 

Este modelo foi derivado por Meyer e Klimpel (1984) e Huber-Panu et al. (1976) 

considerando a equação de taxa de primeira ordem para um componente com um único 

tamanho de partícula tendo uma distribuição retangular de flotabilidade (MAZUMDAR, 

1994). Uma distribuição retangular é aquela em que a quantidade é constante em um 

intervalo fixo. Por exemplo, a constante de velocidade tem um valor fixo ou constante ao 

longo de uma escala limitada de propriedade. Compare isso com o modelo clássico de 
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primeira ordem, no qual a constante é assumida como tendo valor constante para todos 

os valores de propriedade  (GUPTA; YAN, 2006). 

 

 
𝑅∞ = [1 − (

1

𝐾𝑅𝑡
)(1 − 𝑒−𝑘𝑡] (30) 

Onde, KR é taxa de coeficiente rectangular; R é a recuperação (fração) após longo tempo 

de flotação. 

 

MODELO 4: Modelo Kelsall 

O modelo Kelsall (1961) é uma distribuição de dados discreto que descreve as 

frações e a constante de velocidade de flotabilidade de materiais rápidos e lentos e as 

recuperações finais são considerados como 100% (BU et al., 2016).  A descrição 

matemática do modelo é dada por : 

 

 𝑅 = (1 − ∅)(1 − 𝑒−𝐾𝑓𝑡) + ∅(1 − 𝑒−𝐾𝑠𝑡) (31) 

   

onde ∅ é a fração de componentes de flotação com a constante de taxa lenta, Kf e Ks 

são as constantes de velocidade para componentes rápidos e lentos, respectivamente. 

De acordo com Gupta e Yan (2006) o uso de duas constantes de velocidade foi 

considerado para dar uma melhor aproximação à distribuição das flotatibilidades de 

partículas do que poderia ser obtida com uma única velocidade constante. 

 

MODELO 5: Modelo Gamma (modelo de primeira ordem com distribuição gama de 

flotabilidade)  

A distribuição gama com apenas dois parâmetros (a, b) é capaz de representar 

diferentes tipos de distribuições; de decaimento exponencial até distribuição normal 

(GHARAI; VENUGOPAL, 2015). A distribuição gama foi definida pela Eq. (34): 

 
𝐹(𝑘) =

𝑏𝑎+1

Γ(𝑎 + 1)
∗ 𝑘𝑎 ∗ 𝑒−𝑏𝑘 (32) 

A recuperação de flotação de um processo contínuo com uma distribuição de tempo de 

residência conhecida E(t) é dada por:  
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𝑅 = 𝑅∞ ∗ [1 − ∫ 𝐸(𝑡)

∞

0

∗ (
𝑏

𝑏 + 𝑡
)𝑎+1𝑑𝑡 (33) 

 

Já a recuperação de flotação através de um processo de batelada será encontrada 

através de outra equação, descrita abaixo: 

 
𝑅∞ = [1 − (

1

1 + 𝑎𝑡
)
𝑃

] (34) 

Onde o parâmetro de modelo p influencia a forma da distribuição gama e o parâmetro a 

é um parâmetro de escala, representando o propagação da função de distribuição. 

 

MODELO 6: Modelo bimodal-gama (modelo de primeira ordem com distribuição 

bimodal gama de flotabilidade) 

Este modelo parte do princípio de que a distribuição de partículas flutuantes está 

subordinada a função de distribuição bimodal-gama (BU et al., 2016). A expressão pode 

ser vista abaixo: 

 
𝑅∞ = {𝛾1 [1 − (

1

1 + 𝑎1𝑡
)
𝑃1

] + 𝛾2 [1 − (
1

1 + 𝑎2𝑡
)
𝑃2

]} (35) 

Onde o parâmetro 𝑎 é a constante cinética de modelo de primeira ordem, os parâmetros 

𝛾1 e  𝛾2 são as frações do componente com distribuição de gama 1 e 2 e o parâmetro p 

é o número exponencial do modelo de primeira ordem com distribuição gama. 

 

MODELO 7:  Modelo Rosin-Rammler 

Este modelo é um modelo de três parâmetros e é baseado em uma equação 

cinética de primeira ordem (AHMED, 2004). A forma matemática deste modelo é a 

seguinte: 

 𝑅 = 𝑅∞(1 − 𝑒−𝐾𝑒𝑡
𝑚
) (36) 

Onde onde 𝑚 é o parâmetro exponencial do tempo de flotação e 𝐾3 é a constante de 

velocidade do modelo de Rosin-Rammler. 

 

MODELO 8: Modelo cinético de dois estágios de primeira ordem  

O modelo proposto por Klimpel (Klimpel, 1984) incorpora dois termos de 

velocidade descrevendo a transferência de massa de um componente da polpa para a 
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espuma e, finalmente, para o concentrado. Assumindo que a taxa de drenagem da 

espuma é mínima, a forma matemática deste modelo é derivada como (SALEH, 2010): 

 
𝑅 = 𝑅∞[

𝐾(1 − 𝑒−𝐾′𝑡)

𝐾 − 𝐾′
−
𝐾′(1 − 𝑒−𝐾𝑡)

𝐾 − 𝐾′
 (37) 

K é a taxa de transferência de polpa para espuma e K 'é taxa de transferência de espuma 

para concentrado. Ainda de acordo com o autor, como K (taxa de transferência da polpa 

para a espuma) é sempre muito maior do que K '(taxa de transferência da espuma para 

o concentrado), a transferência da espuma para o concentrado é a etapa limitadora de 

velocidade. 

MODELO 9: Modelo Reversível de 1º ordem. 

O modelo reversível de primeira ordem descreve a transferência de um 

componente da fase líquida para a espuma e a drenagem subsequente de uma parte 

desse componente da espuma (STOICA et al., 2003). A forma matématica desse modelo 

é : 

 
𝑅 = 𝑅∞

𝐾5
𝐾5 + 𝐾5

∗ [1 − 𝑒−(𝐾5+𝐾5
∗)𝑡] (38) 

Onde onde K5 representa a constante de velocidade do processo de transferência do 

componente a partir da solução para a espuma e 𝐾5
∗ é a constante de velocidade do 

processo de transferência do componente da espuma para a solução. 

MODELO 10: Modelo de Reator misturado. 

Imaizumi e Inoue (1963) mostraram que os resultados de flotação podem ser 

representados por uma expressão análoga à equação que descreve a concentração de 

tempo para uma série de reatores totalmente misturados. Esta equação foi reorganizada 

em termos de recuperação e tomando o número de reatores como um (BU et al., 2016). 

Esse recurso adiciona flexibilidade ao modelo clássico de primeira ordem (STOICA et 

al., 2003). A equação desse modelo está descrita abaixo:  

 
𝑅∞ = (1 −

1
𝑡
𝛾

) (39) 

Onde, 𝛾 é a contante cinética do modelo de primeira ordem.  

 

MODELO 11: Modelo de primeira ordem com três frações discretizadas 
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O modelo cinético de três frações discretiza o material flutuante em componentes 

flutuantes rápidos, médios e lentos (BU et al., 2016): 

 𝑅 = 𝑅∞[(∅𝑓)(1 − 𝑒−𝐾𝑓𝑡) + ∅𝑚(1 − 𝑒𝑘𝑚𝑡) + ∅𝑠(1 − 𝑒−𝐾𝑠𝑡)] (40) 

Onde, onde Km é a taxa de flotação da fração flutuante média e Φf, Φm e Φs são as 

frações de componentes de flotação com uma constante de velocidade rápida, média e 

lenta, respectivamente. Pode-se falar que esse modelo é baseado no modelo de Kelsall 

(1961) com certas modificações, no caso, a inclusão da velocidade média de flotação. 

1.3.3.5 Simulação com Otimização Númerica 

A tarefa de manipular, armazenar e transmitir o conhecimento sobre qualquer 

assunto pode ser facilitada quando o conjunto de informações disponibilizado é 

organizado transformando em um modelo (VALENÇA, 2012). O modelo pode ser usado 

para calcular ou decidir como os sistemas irão reagir. Isso pode ser feito analiticamente, 

isto é, ao resolver matematicamente as equações que descrevem o sistema e estudando 

a resposta (LJUNG, 1994). 

A maioria dos modelos de flotação incorpora um parâmetro que descreve a 

tendência das partículas ou classes de partículas a serem recuperadas, esse tipo de 

parâmetro é capturado numa taxa constante de flotação, a qual resulta de interações 

complexas entre partículas, interfaces sólido / líquido / ar e variáveis operacionais (VOS; 

STANGE; BRADSHAW, 2014). Segundo Valença (2012) alguns modelos foram 

trabalhos por Fichera e Chudacek (1992) e Gorains et al. (2000) que desenvolveram 

equações para o processos de flotação.  

Para avaliar e comparar alguns modelos, utilizam-se técnicas estatísticas de 

otimização numérica por regressão não-linear. Modelos não lineares (MNL) usualmente 

são sustentados por alguma informação sobre a relação entre Y e x. Tal informação está 

vinculada à diferentes graus de conhecimento como:  

- Uma análise de um diagrama de dispersão de y versus x;  

- Restrições de forma da função (ser monótona, ser sigmóide);  

- A solução de uma equação diferencial sustentada por algum princípio/teoria e; 

- A interpretação dos seus parâmetros.  

Seja qual for o grau de conhecimento, a escolha de um modelo não linear raramente é 

empírica (ZEVIANI; JÚNIOR; BONAT, 2013). 
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O modelo de regressão não linear é frequentemente utilizado por pesquisadores 

em diversas áreas do conhecimento, tais como, agricultura, biologia, econometria, 

engenharia, química, etc. Na maioria das vezes, as formulações de possíveis modelos 

são deduzidos a partir de suposições teóricas inerentes ao fenômeno que se tem 

interesse modelar, e os parâmetros resultantes são interpretáveis (MATTOS, 2013).   

Em diversas aplicações da visão computacional, é necessário estimar-se, em um 

modelo, os parâmetros que melhor se ajustam a um conjunto de dados experimentais. 

Nesses casos, um algoritmo de minimização pode ser utilizado (FRANÇA et al., 2009), 

entre esses seguem dois bem conhecidos: 

• Método Quasi-Newton: método para resolver equações não-lineares ou 

problemas otimização não vinculada, baseado sobre o método de Newton, 

mas usando estimativas grosseiras da Hessianas ou Jacobianas 

envolvidos para redução de custo computacional. Para a maioria das 

aplicações, o método Quasi-Newton padrão produzirá o melhor 

desempenho; ou seja, é o método mais rápido para convergir. Neste 

método, as derivadas de segunda ordem (parcial) da perda são calculadas 

assintóticamente e usadas para determinar o movimento dos parâmetros 

da iteração para a iteração. Na medida em que as derivadas de segunda 

ordem da função de perda são significativas (e geralmente são), esse 

procedimento é mais eficiente do que qualquer outro. 

• Método Rosenbrock : Uma generalização do método Runge-Kutta para 

solução de equações diferenciais ordinárias, também chamadas de 

métodos Kaps-Rentrop. Este método de estimativa não linear irá girar o 

espaço do parâmetro e alinhar um eixo com uma crista (este método 

também é chamado de método de rotação de coordenadas); Todos os 

outros eixos permanecerão ortogonais para este eixo. Se a função de perda 

é unimodal e tem cristas detectáveis apontando para o mínimo da função, 

esse método irá continuar com uma precisão considerável em relação ao 

mínimo da função. 
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RESUMO 

A água oleosa é um termo genérico usado para descrever todas as águas que 

apresentam quantidades variáveis de óleos e graxas, além de uma variedade de outros 

materiais em suspensão. O processo de geração de energia em uma usina termoelétrica 

(UTE) tem várias fontes de contaminação e, entre elas encontra-se a produção de água 

oleosa. Dessa forma, coletar, armazenar e dar uma destinação adequada faz parte das 

atividades operacionais em uma UTE. Existem diversos métodos de tratamentos para as 

águas oleosas, tais como vasos gravitacionais, sistemas de filtração em meio granular, 

flotação por ar induzido ou dissolvido, centrifugação, utilização de hidrociclones, entre 

outros. Entre esses métodos alguns tratamentos vêm se destacando, como o  processo 

de flotação por ar dissolvido (FAD). Sendo assim, este trabalho realizou experimentos 

para identificação de correlações entre a cinética de FAD e a velocidade de retirada de 

espuma numa câmara de flotação, ou seja, da velocidade de flotação. Para isso foram 

utilizados métodos estatísticos de regressão numérica não-linear, comparando-se 

modelos matemáticos de FAD. Foi então identificada uma correlação para a velocidade 

de retirada de espuma da câmara de flotação, cujo valor médio ficou entre 13,09m/h . 
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Dessa forma, mostrou-se que as informações sobre os mecanismos de transferência de 

massa podem contribuir para redução de custos em projetos de câmaras de FAD. 

 

Palavras-Chaves: Água Oleosa, Custo de Projeto, FAD, Transferência de Massa, Usina 

Termelétrica, Velocidade dos raspadores. 

1.INTRODUÇÃO 

A geração de energia de uma usina termoelétrica (UTE) tem várias fontes de 

contaminação de óleo que são coletadas e transferidas para um tanque de água oleosa 

(FRANÇA, 2015). Dos processos que se utilizam para tratar as águas oleosas, os 

sistemas de flotação por ar dissolvido (FAD) têm se destacado em relação a outros 

métodos tradicionais devido a certas vantagens como: i) menor tempo de retenção e 

maior taxa de carregamento; ii) maior eficiência de separação na remoção de partículas 

menores e mais leves e; iii) maior qualidade do efluente na presença de produtos 

químicos (coagulantes e floculantes) (Saththasivam et al., 2016).  

O processo de FAD é um dos processos comuns de tratamento de águas oleosas e usa 

as microbolhas dispersas ou nucleadas para aumentar a diferença de densidade entre o 

óleo e a água. As bolhas geradas podem anexar-se a gotas de óleo e formar agregados 

que são maiores e menos densos que a água e, portanto, mais fáceis de remover 

(Dudek; Ye, 2018).  

A configuração dos fluxos de material estabelecidos numa câmara de flotação é um 

parâmetro de suma importância para a aplicação de altas taxas de separação dos flocos 

(Edzwald, 2010). Vasconcelos e colaboradores (2015) observaram, em uma câmara 

confeccionada em acrílico transparente, que o fluxo estratificado de retirada dos flocos, 

denominados como espuma oleosa, percorre toda a extensão superficial da câmara até 

o coletor no final da parede. Este fluxo estratificado, constituído essencialmente de 

líquido, retorna em sentido contrário e dá origem a um terceiro fluxo descendente. O fluxo 

estratificado na zona superior de separação é um fator chave na remoção das partículas 

dispersas do óleo, associadas às micro/nano bolhas de ar. 

De acordo com Calijuri (2013) o critério básico para estabelecimento das dimensões de 

uma planta da câmara de flotação é a taxa de escoamento superficial, por vezes 
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impropriamente chamada carga ou taxa de aplicação de um tanque de flotação natural, 

geralmente expressa em metros cúbicos por metros quadrados por dia. A dimensão 

física, entretanto, é de velocidade (Gniper, 2008). 

A quantidade de espuma oleosa a ser coletada diariamente pode ser estimada com 

auxílio de dados referentes às características da alimentação (GARCÍA-MARTÍNEZ et 

al., 2012). Contudo, trabalhos com modelos cinéticos de flotação, de primeira ordem e 

de primeira ordem com derivações (BU et al., 2016; GUARAI: VENUGOPAL, 2015; 

BROZEK; MLYNARCZYKOWSKA, 2007; SRIPRAIYA, 2003; KLIMPEL, 1984; KELSALL, 

1961) demonstram a importância de se determinar uma forma simples do tempo em que 

se atinge um equilíbrio, ou seja, não haverá transferência das gotículas de óleo dispersas 

na fase líquida para a espuma oleosa. Dessa forma, a velocidade de retirada ou 

raspagem da espuma oleosa, pode apresentar uma relação diferente do valor unitário 

em relação à Taxa de Aplicação Superficial (TAS) na Zona de Separação. Neste trabalho 

foram realizados experimentos com este propósito. 

 

2. MATERIAL E MÉTODOS 

2.1 Tempo de Separação  

 Os flotadores por ar dissolvido industriais que operam continuamente, são geralmente 

construídos de duas zonas características: i) zona de reação ou zona de contato entre 

microbolhas de ar e gotículas de óleo para formação de flocos e; ii) zona de separação 

ou zona de clarificação, onde as condições de escoamento favorecem a manutenção da 

ligação entre microbolha e gotícula de óleo, culminando com a ascensão dos flocos.    Na    

parte    superior   do equipamento   há    um   vertedouro, por onde é coletada, com 

auxílio de raspadores a espuma oleosa, favorecendo a separação desta da parte 

clarificada (Edzwald, 2010).   

Para executar uma separação eficiente, o projeto da câmara de flotação contínua está 

basicamente relacionada ao cálculo da velocidade dos raspadores, uma vez que estes 

deverão ser responsáveis pela coleta em tempo hábil, da espuma oleosa. Na escolha de 

um tempo adequado de velocidade dos raspadores, deve-se ter um modelo cinético 

também adequado de flotação. Para isto, utilizou-se diferentes modelos pesquisados na 

literatura (Kelsall, 1961; Imaizumi; Inoue, 1963; Huber-Panu et al., 1976; Klimpel, 1984; 
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Polat; Chander, 2000; Sripraiya, 2003; Stoica et al., 2003; Ahmed, 2004; Brozek; 

Mlynarczykowska, 2007; Gharai; Venugopal, 2015; Bu et al., 2016). 

2.2 ARRANJO EXPERIMENTAL 

Para determinação da constante cinética da flotação foram realizados experimentos em 

regime de batelada. Um protótipo contínuo de FAD em escala de bancada foi utilizado 

para gerar o fluxo de afluente saturado, contendo a mistura de microbolhas e gotículas 

de óleo. A saturação do afluente sintético, com 500 mg.L-1 de óleo lubrificante, foi 

realizada com auxílio de uma bomba centrífuga adaptada por Henauth e colaboradores 

(2015). O fluxo deste material foi acondicionado em uma câmara de separação em 

batelada (Figura 1). A referida câmara foi confeccionada em acrílico transparente para 

possibilitar uma inspeção visual do material saturado. As amostras foram coletadas a 

cada 3 minutos, dando origem a dados para confecção de uma curva de concentração 

de óleo em função do tempo. 

 

Figura 1. Arranjo experimental utilizado para testes 

 

2.3 TRATAMENTO DOS DADOS EXPERIMENTAIS 

O método utilizado para confecções das curvas cinéticas que indicaram o melhor modelo 

e, consequentemente, melhor tempo de separação, para o cálculo da velocidade dos 

raspadores, foi o ajuste das variações de concentração no tempo, com auxílio de uma 

expressão polinomial de terceira ordem, do tipo Eq(1): 

 



 

48 

 

𝐶0 = 𝑎 + 𝑏 ∗ 𝑡 + 𝑐 ∗ 𝑡2 + 𝑑 ∗ 𝑡3 

 

 

Em que: 

 𝐶0 – Concentração de óleo, mg.L-1 

t – Tempo, min 

a, b, c e d – constantes do modelo 

 

Os pontos adotados para representarem a curva cinética de cada modelo foi resultante 

da média de cinco valores. De posse dos valores dos coeficientes da Equação (1) pôde-

se derivar tal expressão e definir a ordenada das leis cinéticas dos modelos cinéticos 

selecionados. Utilizou-se a ferramenta Nonlinear Estimation existente no software 

Statistica da StatSoft.®, Versão 12. No caso do ajuste dos modelos cinéticos aos dados 

experimentais foram testadas as leis cinéticas, em busca de se encontrar a solução mais 

eficiente entre todas as possibilidades existentes. Conforme Burden e Faires (2011) 

foram utilizadas otimizações numéricas pelas aplicações dos métodos constantes no 

Statistica. 

2.4 ANÁLISE DA VELOCIDADE DE RASPAGEM DA ESPUMA OLEOSA 

De acordo com Calijuri (2013), os valores de velocidade de retirada de 

espuma/raspagem variam entre 8,33 m/h e 14,16 m/h. Baseado nesse intervalo, o valor 

de velocidade encontrado atráves do tempo ideal determinado pelo modelo cinético 

poderá ser comparado com tais valores. Através da Equação 2 abaixo, pode-se calcular 

a velocidade de raspagem dividindo o comprimento do flotador pelo tempo de raspagem.  

 

𝑉 = 𝑥/𝑡 

Em que: 

V é a velocidade de remoção (m/h), 

x é o comprimento do flotador (m) e, 

t é o tempo de raspagem (min) 

 

 

2.5 ANÁLISE DA TAXA DE ESCOAMENTO SUPERFICIAL  
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Para encontrar o valor da taxa de escoamento superficial, também conhecida como taxa 

de aplicação superficial (TAS), é necessário dividir a vazão do efluente no tanque de 

flotação pela área do flotador. Com base nos dados de Da Rocha e Silva (2014), as 

dimensões do flotador são 0,8 m de altura e 2,4 m de comprimento, envolvendo dois 

tanques de flotação, cada uma com 1,2 m de comprimento e a vazão do efluente no 

tanque de flotação é 4,5 m³/h. 

O cálculo do taxa de escoamento superficial é encontrado através da equação(3) abaixo: 

𝑇𝐴𝑆 = 𝑄 ⁄ 𝐴 

Em que  

TAS é a taxa de aplicação superficial (m/h) 

Q é é a vazão em m³/h, 

A é a área do flotador (m²) 

  

3. RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Tabela 1: Resultados de remoção do óleo em função do tempo de flotação 

Tempo 

(min) 

Concentração do óleo 

(mg.L-1) 

Remoção 

(%) 

0 500,0±0,9 0 

3 315,3±0,8 0,37 

6 205,2±0,8 0,59 

9 165,5±0,9 0,67 

12 175,0±0,8 0,65 

15 160,8±0,8 0,68 

18 165,7±0,7 0,67 

 

 

Apenas três modelos foram selecionados (Kelsall, 1961; Sripriya, 2003; Bu et al., 2016) 

para serem testados, uma vez que os demais modelos só envolviam o cálculo da 

eficiência máxima, impedindo a aplicação dos métodos de otimização numérica. Os 

dados experimentais foram obtidos na câmara de flotação em regime de batelada. 

Foram realizados experimentos para determinação do polinômio do tipo C(t). A Figura 2 

apresenta o gráfico do comportamento da concentração de óleo no efluente sintético à 

saída da câmara de flotação de bancada. A equação polinomial de terceira ordem 
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também é apresentada no referido gráfico e os valores das constantes dos modelos 

cinéticos testados foram obtidos a partir da aplicação dos métodos de otimização 

numérica. 

A Figura 3 mostra o ajuste do Modelo Clássico de Primeira Ordem aos dados 

experimentais. Neste caso a variância explicada do modelo foi de 99,23%. O valor de k 

foi de 0,29999 min-1. O valor da remoção máxima calculada para a realização deste teste 

foi de 0,68. A Figura 4 apresenta o ajuste do Modelo de Ronin-Rammler aos dados 

experimentais. Neste caso o valor da variância explicada foi um pouco maior, sendo de 

99,83%. Os valores das constantes deste modelo foi de kr = 0,1636 e tc = 1,44. Na Figura 

5 o modelo é o de Primeira Ordem com correção do tempo. Para este modelo o ajuste 

aos dados experimentais forneceu uma constante de velocidade de flotação de ktc = 

0,08525, uma correção do tempo de tc = 1,2847 e uma variância explicada de 83,66%: 

 

Figura 2. Variação da concentração de óleo no efluente sintético em amostras coletadas 
do flotador em batelada 
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Figura 3. Ajuste do Modelo Clássico de Primeira Ordem a dados experimentais 
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Figura 4. Ajuste do Modelo de Primeira Ordem com correção do tempo a dados 
experimentais 
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Figura 5. Ajuste do Modelo de Rosin-Rammler a dados experimentais 

Tabela 2 – Relação de modelos cinéticos testados experimentalmente com respectivas 
variâncias explicadas  

Modelo Autoria Expressão de Cálculo R² 

Primeira 

Ordem 
Bu et al. (2016) 𝑅 = 𝑅𝑚á𝑥(1 − 𝑒−𝑘∗𝑡) 0,9923 

Primeira 

Ordem 

com 

correção 

do tempo 

Sripriya (2003) 𝑅 = 1 − 𝑒−𝑘(𝑡+𝑡𝑐) 0,8366 

Rosin-

Rammler 
Ahmed (2004) 𝑅 = 𝑅𝑚á𝑥(1 − 𝑒−𝑘∗𝑡

𝑚
) 0,9983 

R é a remoção do material flotado em um tempo t, 𝑅𝑚á𝑥é a remoção máxima do material flotado, k é a 

constante de velocidade do modelo, tc é o tempo de correção e m é o parâmetro exponencial do tempo 
de flotação 
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Entre os modelos cinéticos testado o de Rosin-Rammler foi o de maior variância 

explicada. Dessa forma este modelo foi o escolhido para a obtenção do tempo 

necessário para o cálculo da velocidade dos raspadores. A Figura 6 ilustra a obtenção 

deste tempo em 11 minutos. 

 

Figura 6. Determinação gráfica do tempo a ser utilizado no cálculo da velocidade dos 
raspadores com base no Modelo de Rosin-Rammler 

  

O cálculo da da taxa de escoamento superficial baseado no dimensionamento do tanque 

de flotação foi  

𝑇𝐴𝑆 = 4,5 ⁄ 1,92 

Encontrando uma velocidade de raspagem da espuma oleosa de  2,34 m/h. 

 

A velocidade de retirada de espuma baseada no tempo ideal encontrado pelo modelo 

cinético de Rosin-Rammler será encontrada da seguinte forma: 

𝑉 = 2,4/11 
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Onde o valor da velocidade de raspagem encontrada foi de 13,09 m/h. 

 

4.CONCLUSÕES 

 
A velocidade encontrada através da taxa de escoamento superficial é bem menor 

comparada com a velocidade encontrada através da aplicação do tempo ideal 

encontrada pelo modelo de Rosin-Rammler. Ao retirar a espuma oleosa com uma 

velocidade abaixo do tempo ideal, ou seja, antes que o equilíbrio aconteça teremos um 

remoção de óleo baixa, comparada a remoção retirada no tempo ideal (11min). 

O tempo de 11 minutos encontrado pelo modelo cinético de Rosin-Rammler nos informar 

que a partir desse tempo a transferência de massa irá cessar, entrando em equilíbrio. Ao 

ajustarmos a velocidade de remoção da espuma a esse tempo, iremos recuperar um 

maior valor de óleo e reduzir os custos do processo devido a raspagam ser feita no 

momento certo. 
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CONSIDERAÇÕES FINAIS 

Em termos de qualidade, quanto mais padronizado um processo, maior a garantia 

de que o produto não se encontre fora da especificação. No caso de tratamento de água 

em um flotador por ar dissolvido este princípio também deverá ser válido. E uma forma 

de se obter padronização na qualidade da água tratada foi seguir as etapas: 

- Selecionou-se um modelo cinético simples, mas que descrevesse fielmente a cinética 

do processo na Zona de Separação; 

- Testou-se o referido Modelo de Rosin-Rammler em um arranjo experimental 

relativamente simples, que pode ser repetido a cada mudança de condições de operação 

do FAD, para levar informações operacionais a serem adotadas, do Laboratório à 

Produção, sobre as condições de raspagem do lodo, periodicamente. 

Dessa forma, conclui-se ainda que: 

- Este trabalho realizou uma nova linha de pesquisa no Laboratório para reduzir os custos 

no projeto do sistema de controle e automação da unidade de FAD; 

-  A metodologia proposta é simples e mantém uma rotina científica de trabalhos que 

caracteriza a unidade de FAD como um processo que pode oferecer um alto nível de 

eficiência; 

- O laboratório de uma indústria pode ter participações como esta, mudando a 

participação atual de apenas verificação de níveis de especificações; 

- O diferencial da estratégia de rotina desenvolvido foi a manutenção de condições 

específicas pré-definidas de clarificação da água; 

 - Mostrou-se como pode reduzir o consumo energético da unidade de FAD; 

- A malha de controle da unidade de FAD continuou do tipo tradicionalmente projetada, 

mas as informações esperadas do Laboratório deverão manter a produção de água 

tratada dentro de altos padrões de especificação, com os periódicos ajustes da 

velocidade dos raspadores. 

Sugestões para trabalhos futuros: 

-Realizar um estudo de análise de sensibilidade para implantação da rotina de 

acompanhamento proposta; 

-Aplicar um Estudo de Viabilidade Técnica, Econômica e Ambiental (EVTEA) para rotina 

de trabalhos proposta em uma unidade de FAD 

 
 



 

60 

 

APÊNDICE: 
 
Desenvolvimento da Equação 26 

 

 𝐶 = 𝐶0(1 − 𝑅) (26.1) 

 

 𝐶∞ = 𝐶0(1 − 𝑅∞) 

 

 

(26.2) 

Derivando a equação (25) e incluindo ela na equação (23), encontraremos: 

 
𝐶0

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= −𝑘(𝐶 − 𝐶∞)

𝑛 
(27) 

 
𝐶0

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= −𝑘(𝐶0(1 − 𝑅) − 𝐶0(1 − 𝑅∞))

𝑛 
 

 𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝑘𝐶0

𝑛−1(𝑅∞ − 𝑅)𝑛 
(27.1) 

 

Integrando a equação (27.1), caso n=1: 

 ∫
𝑑𝑅

𝑅∞ − 𝑅
=

𝑅

0

∫ −𝑘𝑑𝑡
𝑡

0

 (28) 

 ln(𝑅∞ − 𝑅)]0
𝑅 = −𝑘𝑡  

 ln (
𝑅∞ − 𝑅

𝑅∞
) = −𝑘𝑡  

 
𝑅∞ − 𝑅

𝑅∞
= 𝑒−𝑘𝑡  

 

 

  

  

 


