UNIVERSIDADE CATOLICA DE PERNAMBUCO - UNICAP
PRO - REITORIA ACADEMICA - PRAC
! COORDENACAO GERAL DE POS - GRADUACAO
JRI ) MESTRADO EM DESENVOLVIMENTO DE PROCESSOS AMBIENTAIS

MODELOS MATEMATICOS PARA DISPERSAO DE POLUENTES:
Aplicacdo ao Estudo da Bacia Hidrografica Subterran  ea

do Aquifero Boa Viagem

Ormiro Joaquim de Carvalho Filho

ORIENTADOR: Prof. Dr. Emerson Lima

Recife
2009



CARVALHO FILHO, Ormiro Joaquim de. MODELOS MATEMATICOS PARA DISPERSAO DE POLUENTES:
Aplicacéo ao Estudo da Bacia Hidrogréafica Subterranea do Aquifero Boa Viagem.

Ormiro Joaquim de Carvalho Filho

ORIENTADOR: Prof. Dr. Emerson Lima

MODELOS MATEMATICOS PARA DISPERSAO DE POLUENTES:
Aplicacdo ao Estudo da Bacia Hidrografica Subterrdn  ea

do Aquifero Boa Viagem

Dissertacdo submetida ao Corpo Docente do
Mestrado da Universidade Catolica de
Pernambuco - UNICAP, orientado pelo Prof.
Dr. Emerson Lima, como parte dos requisitos
necessarios a obtencédo do grau de Mestre em
Desenvolvimento de Processos Ambientais.

Area de Concentracdo: Desenvolvimento em

Processos Ambientais

ORIENTADOR: Prof. Dr. Emerson Lima

RECIFE
2009



C331m

Carvalho Filho, Ormiro Joaquim de
Modelos matematicos para dispersdo de poluentes : aplicagio ao
estudo da Bacia Hidrografica Subterrinea do Aquifero Boa Viagem /
Ormiro Joaquim de Carvalho Filho ; orientador Emerson Lima, 2009.
96 f. : il

Disserta¢do (Mestrado) - Universidade Catélica de Pernambuco -
UNICAP. Pré-reitoria Académica. Coordenagio Geral de Pos-graduagio.
Curso de Mestrado em Desenvolvimento de Processos Ambientais, 2009.

1. Hidrologia - Boa Viagem (Recife, PE). 2. Aquifero - Poluigdo - Boa
Viagem (Recife, PE). 2. Simulagio (Computadores) - Modelos matematicos.
Aguas Subterrineas - Polui¢io - Boa Viagem Recife,PE).

CDU 556.3(81)



CARVALHO FILHO, Ormiro Joaquim de. MODELOS MATEMATICOS PARA DISPERSAO DE POLUENTES:
Aplicacéo ao Estudo da Bacia Hidrogréafica Subterranea do Aquifero Boa Viagem.

COMISSAO EXAMINADORA

Aprovada por:

Prof. Dr. Emerson Lima
(Orientador — Dr. — UNICAP)

Prof. Dr. Antbnio Mendes da Silva Filho
(Examinador interno — Dr. — UNICAP)

Prof. Dr. Silvio de Barros Melo

(Examinador externo — Dr. — UFPE)




CARVALHO FILHO, Ormiro Joaquim de. MODELOS MATEMATICOS PARA DISPERSAO DE POLUENTES:

Aplicacéo ao Estudo da Bacia Hidrogréafica Subterranea do Aquifero Boa Viagem.

Dedico este trabalho a minha m&de e ao meu pai que,
mesmo ausente, deixaram-me 0 ensinamento de que
devemos correr atras dos nossos sonhos.

A minha esposa e as trés filhas, que tantas vezes ficaram
sem a minha presenca.

Aos meus irmaos que me incentivam sempre.



CARVALHO FILHO, Ormiro Joaquim de. MODELOS MATEMATICOS PARA DISPERSAO DE POLUENTES:
Aplicacéo ao Estudo da Bacia Hidrogréafica Subterranea do Aquifero Boa Viagem.

AGRADECIMENTOS

Ao Nosso Deus pela oportunidade de existir e estudar os seus feitos.

Aos meus pais, a minha esposa e filhas e irmaos que sempre me apoiaram e
colaboraram para o sucesso desse estudo.

A meu orientador Prof. Dr. Emerson Lima, pelas valiosas li¢cdes,
profissionalismo, dedicacdo e amizade, fundamental no desenvolvimento da dissertagao.

Ao Prof. Dr. Francisco Madeiro pela colaboracdo nas analises em sala de aula,

esclarecimentos e orienta¢fes referentes aos trabalhos realizados.

Aos Profs. Dr. Valdemir Alexandre dos Santos, Eliane Cardoso de Vasconcelos,
Galba Maria de Campos Takaki e Clarissa Daisy Costa Albuquerque pelo incentivo no

mestrado.

Aos meus colegas de mestrado Ridelson, Francisco, Cynthia e Adamares pela

colaboracéo durante o curso.

A todos que direta ou indiretamente contribuiram para o desenvolvimento deste

trabalho.



CARVALHO FILHO, Ormiro Joaquim de. MODELOS MATEMATICOS PARA DISPERSAO DE POLUENTES:
Aplicacéo ao Estudo da Bacia Hidrogréafica Subterranea do Aquifero Boa Viagem.

SUMARIO

AGRADECIMENTOS. ...ttt etttk e et e e e ekt e e e sab e e e e e e bbn e e e e anrneeeaa 5
SUMARIO. ...ttt ettt ettt ee et et et e e et et e e et eseetese et ese et et essete s atesseteneanas 6
LISTA DE FIGURAS. ...ttt ettt ettt e et e e e e e e nnneeeea 8
LISTA DE GRAFICOS.......oouiictieecteeeeeeeee ettt ae et eae et e st seetene e, 9
LISTA DE TABELAS. ...ttt ettt e et e e e e e nbbe e e e e ennne s 10
LISTA DE ABREVIATURAS. ...ttt ettt 11
RESUMO . ...ttt ettt b bt e bt e bttt e et nn e 12
ABSTRACT ..tttk h etk h bttt b et 13

CAPITULO |
A [ 10 T ¥ o= To TP RPRPR 15
1.2 ODJELVOS....ccieiieeieeeeeeeee et 19
I R @ o] 1= 11V o T =T - | PP 19
1.2.2 ODbjetivoS ESPECITICOS. .....uuuriiuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiitieieieeeveee e beesveseseeeeeeeeaeseeraeeeereeeeees 19
1.3 Caracterizac@o da Area EStUdada............c.coveveeeeierieieeeseeeeeeees e, 19
1.3.1 Crescimento Demografico: Ocupacado Urbana e Demanda Hidrica.................... 20
1.3.2 Caracterizag8o FiSiOgeOgrafiCaL...........cccuuiiiiiiiiiiiiiiiie et 23
1.4 Caracterizacdo Hidrogeoldgica do Aquifero Boa Viagem............cccoccvvvveeeeeninnns 29
1.4.1 ConheCiMENtOS ANLEIOIES. ... uuuuuuuuueuiueiuueetuieeeeeueeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeees 29
1.4.2 Caracteristicas Dimensionais € COMPOSICIONAIS............cvverereeeeriiiiiiireeaeeeennenens 30
1.4.3 Vulnerabilidade do Aquifero Boa Viagem...........cccceviiiiiiiiiireesiiiiiiiieee e 32
1.5 ReViSA0 BIDlIOGrafiCa.........ccoiiuiiiiiiiiiie i 33
1.5.1 Aplicacdo da Modelagem Matematica em Aguas Subterraneas........................ 34
1.6 Referéncias BibliografiCas..........ccooueiiiiiiiiiiii e 39

CAPITULO II
RESUMO . ...ttt ettt b bt e bt e bttt e e et 45
ABSTRACT ..ttt ettt h ek ekt bttt b et 46
Ta o Te [F o= To TS SRR PPRPR 47
2.1 MateriaiS € MELOUOS. .........uuuiiiiiieeiiiiiiie ittt e ettt e et e e e e e s ee e e e e e e a s 47
2.1.1 Definicdo de Equacgdes Diferenciais...........ccccceeeeiiiiii 47
2.1.2 Resolvendo Equacg8es Diferenciais..........ccccccevvveiiiiiii 50
2.1.3 Equacédo do Decaimento Radioativo..............ccoeeieeiiiiiiiiiccce s 51
2.1.4 MOVIMENTO OSCIALOMO. .. .eeviiiieeiiiiiiiiie ettt e ee e e e e e aees 54
2.2 Meétodos Numéricos para Equacdes DIferenciais...........ccoouveveeeiiiiieee e 58



CARVALHO FILHO, Ormiro Joaquim de. MODELOS MATEMATICOS PARA DISPERSAO DE POLUENTES:
Aplicacéo ao Estudo da Bacia Hidrogréafica Subterranea do Aquifero Boa Viagem.

221
222
2.3
23.1
2.3.2
2.3.3
2.3.4
2.3.5
2.3.6
2.4
24.1
2.5
2.6

MELOAOS A8 EUIET......coiiiiiiiie e 58
MEtodos de RUNGE-KULA........c.uuiiiiiie e 60
EquacOes DIferencCialS ParCialiS. ..........ccururrieeiiiiiiiiieieie et 64
Tipos de Equacdes Diferenciais Parciais de 2% Ordem - EDP’s...........ccccuu...... 65
Definicdo dos Tipos de Equacdes Diferenciais Parciais de 2 Ordem................ 65
Diferencas Finitas na Resolucdo de Equacdes Diferenciais Parciais................. 68
Diferencas Finitas na Resolucdo de Equacdes de Difuséo de Poluentes.......... 72
Modelo Simplificado de Aquifero SUBLEITANEO.........c.cvvvveivieiiieeriieiieeeeeeeee e, 73
Y (10101 = Tot= To AU T 0= o VSRR 74
RESURAAOS € DISCUSSEO. ......cciiiriiieiiiiiiee ettt ettt 84
CONCIUSBES. ...ttt 88
Referéncias BibliografiCas..........uuuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeee e 89
AANBXOS. ..ttt e e e e 90



CARVALHO FILHO, Ormiro Joaquim de. MODELOS MATEMATICOS PARA DISPERSAO DE POLUENTES:
Aplicacéo ao Estudo da Bacia Hidrogréafica Subterranea do Aquifero Boa Viagem.

LISTA DE FIGURAS

Figural Distribuicdo da &gua No planeta.........cccccoeiiiiiiieee i 16
Figura2 Regido Metropolitana do ReCife..........ccoooiiiii e, 20
Figura3 Perfil mostrando o processo de contaminacéo das aguas subterraneas 21
pelos liquidos percolados NOS reSIdUOS. .........cevviiiriiiiiree e
Figura4 Classificacdo quanto a criticidade — Cenario 2025.............cccooeeeeeeeeiieeceennnes 22
Figura5 Demanda total de Agua em PernambuCO............ccccovveeveeueeeeeeeeieeeeeeeeenns 23
Figura6 Mapa Geoldgico do Recife € AdjasCENCIAS............evvvvvuviiiiiviriieriierereeereeeens. 28
Figura7 Esboco Litoestrutural do municipio do Recife .............ccceeeiiiii e, 28
Figura8 Localizacdo do Aquifero Boa Viagem...........ceeiiueieeiiiiiiee e 31
Figura9 Mapa de Vulnerabilidade Natural das Aguas Subterraneas no Aquifero 33
Boa Viagem, no Municipio de ReCife...........cooiiiiii,
CAPITULO I
Fi Detalhe do arranjo experimental nas situacdes simuladas
igura 1 )
NUMETICAIMENTE. ...ttt et e e e e e e ee b e b e e e e e e e eeeerennnas 75
Figura2 Contaminagao ao longo do teMPO..........cooeeiieiiiii i 75
Fi llustracdo do comportamento ao longo do tempo de um evento de
igura 3 o ; .
contaminag&o em dois pontos antipodas..........ooveeeeieeiieer e e 77
Figura4 Primeira SitUaC80 de deSCAITe. .........uuuuuiiiiiiiieiiiiiieieieeeieeeieeeieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeees 80
Fi llustracdo do comportamento ao longo do tempo de um evento de
igura 5 C ; .
contaminag&o em dois pontos antipodas..........ooveeeeieereeesiees e 82
Figura 6 Caixa de vidro para a simulacdo do experimento..............eueeeeeeeeeeeeeeeeeeeenn. 85
Figura7 Localizacdo dos pontos no aquifero artesanal =1 .............cccoevviininnnnn. 86
Figura8 Localizacdo dos pontos no aquifero artesanal - 2...............coeeeieennn 86
Figura9 Passo inicial, onde colocamos 0 “poluente”............cccooeeeieeiii i 87
Figura 10 Passo onde o “poluente” se dispersa no ambiente.................coeeeeeiieeieins 87
Figura 11 Vista por baixo da lamina d’AgUa...........cc.eueveeiiieiiiiiiiiiiie e 87
Figura 12 Introducdo do poluente em uma das extremidades..........cccccvveevvvevieeveennnn. 87
Figura 13 Visualizacdo da pluma provocada pelo poluente.................cc.cccoeeeeeenn. 87

Figura 14 Vista lateral da dispersdo do “poluente” por toda a extensado do recipiente 88



CARVALHO FILHO, Ormiro Joaquim de. MODELOS MATEMATICOS PARA DISPERSAO DE POLUENTES:

Aplicacéo ao Estudo da Bacia Hidrogréafica Subterranea do Aquifero Boa Viagem.

LISTA DE GRAFICOS

CAPITULO |
Grafico 1  Distribuicio da Agua no Planeta Tera..........cccceveveeveeeeieeeeeeeeeeesereee e 17

. Normais Climatolégicas do periodo 1961 — 1990 de precipitagéao,
Grafico 2 jnsolagdo, evaporagdo, umidade e temperatura na Estacdo 24
Metereoldgica de RecCife — PE ........ovvvviiiiiiiii
CAPITULO II

Gréafico 1 Linha continua indicando o valor exato da solugéo. Os pontos marcados g4
foram as aproximages calculadas pelo Scilab.............c.occcce e
Grafico 2 A linha continua indica o valor exato da solucdo do PVI de 22 Ordem....... 57

Gréafico 3 Demonstragéo da aplicagdo do metodo explicito de Euler e simulagdes g
gue ilustram defiCIENCIas............cevvvviiiiiiiiii

Gréafico 4 Demonstracdo da aplicacdo do método explicito de Runge-Kutta de 42 g3
ordem e simulagdes ilustrando Sua PreCiSA0..........vwveveeeeerererieeeeeieeeeeeeeeeene

Grafico 5 Diferengas Finitas na Resolucédo de Equactes Diferenciais Parciais......... 71

Graficos Concentragdo ao longo do tempo em cada ponto de observacdo, 7g
visualizado no ponto (15,10) préximo ao ponto de contaminacgéo..............

Gréafico 7 Comportamento no caso de dois pontos antipodas de contaminacdo 7g
para cada ponto observacional ao longo do tempo..............eeeeeeeeeieiieeenenene.

Grafico 8 Concentragdo ao longo do tempo em cada ponto de observacgao.............. 81

o Comportamento no caso de dois pontos antipodas de contaminacdo
Grafico 9 para cada ponto observacional ao longo do tempo em agqiiferos 83
L1 £ 01 0] ool o PSS PRPRERRR



CARVALHO FILHO, Ormiro Joaquim de. MODELOS MATEMATICOS PARA DISPERSAO DE POLUENTES:
Aplicacéo ao Estudo da Bacia Hidrogréafica Subterranea do Aquifero Boa Viagem.

LISTA DE TABELAS

Tabelal Projecdo da Populacdo na Area Metropolitana do Recife.............c.cc.cv....... 22
Tabela2 Dados Climatol0gicos M&dioS MENSAIS...........ueeeeiiiiiieiiiiiie e 23

Tabela3 Caracteristicas de pogos situados nas principais bacias sedimentares do g

10



CARVALHO FILHO, Ormiro Joaquim de. MODELOS MATEMATICOS PARA DISPERSAO DE POLUENTES:
Aplicacéo ao Estudo da Bacia Hidrogréafica Subterranea do Aquifero Boa Viagem.

LISTA DE ABREVIATURAS

ANA  Agéncia Nacional de Aguas
RMR Regido Metropolitana do Recife
CPRM Companhia de Pesquisa de Recursos Minerais

IBGE Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica

11



CARVALHO FILHO, Ormiro Joaquim de. MODELOS MATEMATICOS PARA DISPERSAO DE POLUENTES:
Aplicacéo ao Estudo da Bacia Hidrogréafica Subterranea do Aquifero Boa Viagem.

RESUMO

A exploragéo crescente e desordenada de &guas subterrédneas tem sido fonte de diversos
problemas de contaminacdo e posterior degradacdo de tais sistemas. Técnicas que
permitam uma previsdo efetiva e precisa dos efeitos ao longo do tempo oriundos da
introducdo de poluentes em pontos determinados de um sistema sdo, desta forma,
fundamentais para elaboracao de politicas publicas de exploracéo sustentavel dos mesmos,
bem como para elaboracdo de metodologias de remediacdo e recuperacdo de areas ja
degradadas. Portanto, o objetivo desta dissertacdo € gerar um sistema simplificado de
gestdo hidrica subterranea, possibilitando o zoneamento dos pontos de captura de agua na
bacia hidrogréfica subterrdnea de Boa Viagem, determinar a evolugéo geogréfica e temporal
eventual de poluentes domésticos. Além da evolucdo temporal da dispersao, degradacdo ou
acumulo de poluentes, possibilitando ao gestor do recurso hidrico criar cenarios de
prevencao ou recuperacdo da degradacdo. A modelagem matematica aqui proposta sera
aplicada na dispersdo de poluentes que possam contaminar o aquifero de Boa Viagem

presente na bacia hidrogréafica do Recife e regido metropolitana.

Palavras-chave: agua subterrdnea, modelagem matemética e contaminacao.
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ABSTRACT

The increasing uncontrolled groundwater exploitation has been the source of many
contamination and subsequent degradation problems of such systems. Techniques that
allow an effective and accurate prediction of the effects over time arising from the
introduction of pollutants at certain points of a system are essential for developing public
policies for them sustainable exploitation, as well as for developing remediation methods and
recovery of degraded areas. Therefore, the objective of this dissertation is to create a
streamlined system for managing underground water, allowing the zoning of the capture
points from Boa Viagem underground area, find out the geographical and temporal evolution
of possible indoor pollutants. In the temporal evolution of the dispersion, degradation or
accumulation of pollutants, allowing the manager of water resources to create scenarios for
the prevention or recovery from degradation. The mathematical model proposed here will be
applied to contribute to the knowledge of pollutants dispersion that may contaminate the Boa

Viagem aquifer in this basin in Recife and the metropolitan area.

Key Words: groundwater, mathematical modeling e contamination
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1.1 INTRODUCAO

As Ultimas décadas tém sido marcadas pela crescente preocupacédo de alguns paises
com a degradacéo dos recursos hidricos, e em particular os subterraneos, como o 5° Férum
Mundial da Agua, sob o lema “Superando a escassez da éagua, rumo a

n

sustentabilidade ", que contou com a participacdo de cerca de 200 (duzentos) ministros e
300 (trezentos) representantes de organizagfes, no dia 15 de marco de 2009, em Istambul,
capital da Turquia (Disponivel em: <www.worldwaterforum5.org>, Acesso em: 04 abr. 2009).
Entretanto, é cada vez mais clara a consciéncia dos responséaveis pela gestdo das aguas
subterraneas no que diz respeito a manter, proteger ou remediar aquiferos. Uma agéo que
estd sendo realizada neste sentido, consiste em tentar obter um melhor conhecimento da
mecéanica da disperséo de substancias (poluentes ou ndo) nestes mananciais subterraneos
bem como entender a dindmica do fluxo de &gua nos mesmos. Desta forma, o
conhecimento e aprendizado de novas técnicas de modelagem matematica/hidrolégico
destes sistemas, pode ser visto como uma ferramenta para a sua protecao.

O modelo hidrolégico é neste contexto uma ferramenta extremamente Gtil que permite
através da equacionalizacdo dos processos, representar, entender e simular o
comportamento de uma bacia hidrografica subterranea (TUCCI, 1998 apud RENNO e
SOARES, 2000; CID, 2003). Entretanto, € impossivel ou inviavel traduzir todas as relacfes
existentes entre os diferentes componentes da bacia hidrografica subterrdnea em termos
matematicos. Assim, na maioria dos casos, a modelagem hidroldgica torna-se somente uma
representacao aproximada da realidade.

Whitehead e Robison (1993) apud Rennd e Soares (2000) a realizacdo de estudos
hidrol6gicos em bacias hidrograficas subterrdneas visam compreenderem o funcionamento
do balanco hidrico, isto €, os processos que controlam o movimento da agua e os impactos
de mudancas do uso da terra sobre a quantidade e qualidade da agua.

Uma das principais dificuldades enfrentadas por gerenciadores de recursos hidricos de
uma bacia hidrogréafica estd no entendimento do comportamento do fluxo hidrico
subterraneo, especialmente quando a agua subterrdnea € vista como uma importante
parcela que influencia no conjunto dos recursos hidricos da bacia como um todo. A
caracterizacdo do aquifero, tais como o0s tipos, seus paréametros fisicos, as possiveis
conex0es hidraulicas entre aguas subterrédneas e superficiais, o0 conhecimento espacial dos
pacotes sedimentares que compdem os aquiferos, das &reas de recarga e dos niveis
fredticos, sdo informagbes valiosas para o conhecimento do comportamento do fluxo

subterraneo.
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Muitas vezes aparecem discussdes nos noticiarios sobre a diminui¢cdo do fornecimento
de 4gua no mundo, mas isso ndo é inteiramente verdade. A quantidade de agua nédo esta
diminuindo; é a demanda por ela que esta aumentando gradualmente e a sua
disponibilidade para uso imediato, i.e, com pouco ou nenhum tratamento, que vem
gradativamente diminuindo devido a processos degradativos. Alguns cientistas acreditam
gue a populacdo mundial, que atualmente passa dos 6 bilh6es de pessoas, ir4 dobrar até
2050. Além disso, a quantidade de agua que é limpa e potavel estd diminuindo cada vez

mais por causa da poluicao.

Para muitas pessoas em paises industrializados, conseguir agua é téo facil quanto
abrir uma torneira, e também é barato, de certa forma. A agua doce, porém, nao €
distribuida de maneira igual no mundo inteiro. Mais da metade das fontes de agua do mundo
estd em apenas nove paises: Estados Unidos, Canada, Coldbmbia, Brasil, Republica
Democratica do Congo, Russia, India, China e Indonésia (CONSELHO EMPRESARIAL
MUNDIAL PARA O DESENVOLVIMENTO SUSTENTAVEL, 2009). As éareas urbanas,
obviamente, precisam de agua para suprir necessidades que vao além do bésico, para ser
ingerida e usada na higiene o que implica, em muitos casos, que havera uma demanda

excessiva por este recurso nos proximos anos.

Como funciona a agua

©2007 HowStuffWorks

Jeongelada |
A\ |

—

subterranea -

£ la i
gos, rios e
‘ riachos

28

Figura 1 — Distribuicdo da agua no planeta

A figura 1 representa bem a distribuicdo da agua “doce”, de seus 3% disponiveis,

encontraremos 77% em geleiras, 22% em aquiferos e 1% em rios e lagos.

A utilizacdo da agua subterrdnea, no Brasil, continua sendo feita de forma empirica,
improvisada e ndo controlada, resultando em frequentes problemas de interferéncia entre
pocos, reducdo dos fluxos de base dos rios, impactos em areas encharcadas ou pantanais e
reducdo das descargas de fontes ou nascentes. Além disso, 0s po¢os construidos, operados

e abandonados sem controle Federais, Estaduais ou Municipais se transformam em
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verdadeiros focos de poluicdo das aguas subterr@neas que sdo extraidas, sobretudo,
daqueles localizados no meio urbano (REVISTA AGUAS SUBTERRANEAS, 2002).

N

Para Reboucas (2002) apud Reinke (2008) o maior incentivo a adogdo da &gua
subterrénea para o abastecimento urbano é a redugéo do custo de producdo em relagdo as
fontes superficiais deterioradas. Consequentemente, sua utilizagdo para fins de
abastecimento doméstico e/ou industrial vem crescendo em escala acentuada, sendo que,
muitas vezes, 0s estudos prévios a exploracdo sao negligenciados. Como por exemplo, cita-
se a alocacdo de pocos, onde se deve levar em consideragcdo dados geoldgicos
preexistentes da area ou regido, além de um reconhecimento de campo, baseado em uma
analise da geologia de superficie e sub-superficie, por métodos geofisicos ou sondagem
mecanica, que visem evitar prejuizos irreversiveis ao aquifero.

A demanda por recursos hidricos oriundos do desordenado crescimento urbano
observado nas Ultimas décadas gera uma pressao crescente pelo uso de fontes alternativas
para o fornecimento de agua potavel a populacdo (AGENCIA NACIONAL DE AGUAS —
ANA, 2006). A seguir apresentamos o grafico 1 — Distribuicdo da Agua no Planeta Terra, no
qual observamos que, do total de agua disponivel em nosso planeta, mais de 95% esta na
forma de aguas oceénicas cuja exploragdo na forma de agua potavel ainda ndo €
economicamente viavel. Outros 4% estdo dispostos na forma de geleiras e apenas 1% €
imediatamente disponivel ao consumo. Deste 1% que é acessivel a exploragdo, mais de
96% esta na forma de aguas subterraneas de forma que a exploragédo deste manancial tem
crescido ao longo das ultimas décadas (BAGTZOGLU; ATMADA, 2005).

@ Oceanos

m Geleiras

O Disp Consumo

Gréafico 1 — Distribuicdo da Agua no Planeta Terra.

Ainda, com relagdo ao paragrafo anterior, é evidente a necessidade de um controle da
exploracdo deste manancial ndo apenas no sentido de evitar exploracdo excessiva, mas,
sobretudo, de evitar que a exploracdo inadequada seja fonte de contaminagéo tornando-o
desta forma indisponivel ao consumo.

Infelizmente, a expansdo urbana das metropoles tem gerado graves desequilibrios
ambientais que afetam a qualidade de vida da populacdo, agravando problemas de

abastecimento de agua, poluicdo, enchentes, escorregamentos de encostas, assentamento
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de lixdes, todos demandando para sua solucdo o conhecimento adequado das
caracteristicas do meio fisico.

A forma de realizar controle dos aquiferos consiste na amostragem e analise fisico-
guimica e biolégica das amostras no sentido de elaborar cartas espagos-temporais da
presenca e concentracao de diversos tipos de poluentes a fim de identificar possiveis locais
de contaminacdo e formas de recuperagdo das &reas contaminadas (RACHDAWONG,
1997), mas, devido a quantidade crescente de locais de exploracdo o ao frequente
desconhecimento publico da propria localizacdo da exploracdo, a maior parte da exploracao
de aquiferos urbanos por usuérios residenciais € feita de forma n&o-regulamentada
(COMPANHIA DE TECNOLOGIA DE SANEAMENTO AMBIENTAL — SAO PAULO, 2004)
tornando impossivel um acompanhamento e controle efetivo destes poluentes.

Uma alternativa ao controle classico por amostragem e andlise, consiste no uso de
modelos quantitativos da previsdo do comportamento temporal da concentracdo de
poluentes introduzidos em locais conhecidos nos demais pontos do aquifero o que permite,
dentre outros aspectos, a previsdo do impacto ambiental que seria provocado pela
exploracao inadequada em um determinado ponto, por exemplo, a licenca ambiental de uma
construcao civil que faca uso de pog¢os de captacdo subterrAnea em areas criticas, i.e, cuja
eventual contaminacdo teria efeitos deletérios em grande parte do sistema subterraneo,
seria condicionada a uma proposta de implantagcdo de procedimentos de seguranca que
visem evitar tal contaminacdo, mais ainda, tais pontos criticos podem ser alvo de um
monitoramento mais intenso por parte das agéncias fiscalizadoras do que aqueles pontos
cuja uma eventual contaminacao teria pouco efeito no restante do sistema.

Para desenvolver uma proposta diretamente ligada a recursos hidricos, foi escolhida
como area de estudo de caso, parte do Aquifero Boa Viagem, localizado na Regido
Metropolitana do Recife — RMR no estado de Pernambuco.

Esta dissertacdo esta organizada da seguinte forma: Nesta introducdo, foi descrito o
problema, sua importancia e relevancia do trabalho que serd desenvolvido, os elementos
gerais relativos ao tema da dissertacao.

No proximo capitulo, caracterizaremos a area estudada nesta pesquisa, bem como
formularemos o problema da modelagem da dispersdo de poluentes em sistemas
subterrdneos do ponto de vista matematico. No Capitulo 3, serd feita uma revisdo
bibliografica do estado-da-arte relativa a modelagem matemética de sistemas aquiferos, em
particular, nagueles semelhantes a area abordada nesta pesquisa finalizando com uma

breve conclusédo dos principais artigos escolhidos. Finalmente, no Capitulo “Resultados e
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Discussdo” serdo apresentados os resultados das simulacdes realizadas, as conclusdes

obtidas deste estudo e perspectivas de trabalhos futuros nesta area.

1.2 OBJETIVOS
1.2.1. Objetivo Geral

Esta dissertacdo objetiva estabelecer um modelo matematico capaz de prever
0 zoneamento geogréfico dos pontos de captagdo de agua em uma bacia hidrografica
subterranea, a concentracdo de um poluente que varia levando-se em consideracéo
variacOes do regime de escoamento, mudancas sazonais, profundidade e vazéo, acoes de
contencdo de escoamento, recuperacdo de areas degradadas e variagbes temporais de

demanda.

1.2.2 Objetivos Especificos

- Identificar a dispersé@o de poluentes em 4guas subterréneas e a variacao do
regime de escoamento, mudancgas sazonais, profundidade e vazdo, acbes de contencéo de
escoamento da qualidade e condi¢des de recarga das aguas subterrdneas no Aquifero Boa
Viagem;

- Compreender os processos hidrologicos envolvidos no balanco de agua de
bacias hidrogréficas subterraneas, fornecendo dados e informacfes importantes para a
gestdo dos recursos hidricos subterrdneos na area.

- Utilizar o modelo para simulacdo da concentracdo de poluentes em situagtes
diversas, identificando formas de controle para os niveis aceitaveis;

- Gerar um programa de computador (software) para automacao e simulacdes

dos problemas observados.

1.3 CARACTERIZACAO DA AREA ESTUDADA

Neste capitulo, apresentamos aspectos sociais e de uso da agua e fisiogeografico da
area do aquifero Boa Viagem, abordando de forma suméria, porém, com objetivo de melhor
compreensdao do trabalho realizado.

Para a Companhia de Pesquisa de Recursos Minerais - CPRM (2003), a RMR perfaz
uma &rea de 2.742,4km?, o que equivale a 2,82% do estado de Pernambuco, detalhado na
cor vermelha da figura 2. Embora totalizando um pequeno percentual do estado, a
populacdo que a regido abriga, de 3.350.654 habitantes, corresponde a aproximadamente
40% do total do estado (IBGE, 2007).
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ha de ltamaraca

Figura 2 — Regido Metropolitana do Recife. (Fonte: ATLAS NORDESTE — ANA, 2005)

1.3.1 Crescimento Demografico: Ocupacdo Urbana e De manda
Hidrica

A concentracdo populacional e o consequente aumento da producdo de
residuos domésticos e industriais tém gerado muitos problemas relacionados a forma de
disposicdo desses residuos. O tratamento inadequado dos residuos pode permitir a
infiltracdo de liquidos contendo substancias contaminantes até atingir as aguas
subterraneas, comprometendo sua qualidade e podendo até inviabilizar seu uso (ELIS,
2005).

Nos centros urbanos de maior porte, a exemplo de Recife, é grande o
adensamento populacional e a diversidade de fontes contaminantes, como areas de
disposicdo de residuos sélidos (urbanos e industriais), lagoas de tratamento de efluentes
industriais, disposicdo de esgoto, disposicdo de residuos radioativos, atividades agricolas,
vazamentos de petrdleo e derivados, rejeitos de atividades mineradoras, entre outras.
Dentre as principais fontes de poluicdo de aguas subterrAneas merecem destaque 0s
depdsitos de residuos urbanos (ELIS, 2005; ANA, 2006). O resultado da combinacado desses
problemas é o incremento na demanda de agua potavel e 0 maior risco de contaminacao
das aguas superficiais e subterrdneas que se tornam, dessa forma, um problema
permanente para a salde publica, na medida em que a agua representa um veiculo

importante de disseminacéo de diversas doengas (ESPINDULA, 2004).
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A contaminagdo das aguas subterrdneas ocorre através da percolacdo de
aguas pluviais e outros liquidos gerados pela propria degradagdo dos residuos, que por
infiltrag@o no solo atingem o nivel d’agua. O liquido derivado desse processo de percolagéo
através dos residuos é denominado de chorume. Esse liquido pode infiltrar no solo e atingir
a zona saturada, dando origem a uma pluma de contaminag&do que acompanha o fluxo das
aguas subterraneas e se espalha por uma area muito maior que a ocupada pelos residuos.

Esse processo é apresentado no esquema da Figura 3 (ELIS, 2005).
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Figura 3 — Perfil mostrando o processo de contaminacdo das aguas subterraneas pelos liquidos percolados nos
residuos (Fonte: ELIS, 2005).

Da analise realizada na tabela 1 e figura 4, a seguir, apresentamos a projecéo
do crescimento populacional e a demanda de 4gua, em particular na Regido Metropolitana
do Recife, a situagdo critica do abastecimento de agua por municipios, e entre eles se
destaca a cidade do Recife, que apresenta balangco hidrico negativo ou capacidade do
sistema insuficiente para atender a demanda tendencial, estimada para os horizontes de
planejamento — 2005, 2015 e 2025; ainda, para a Agéncia Nacional da Aguas (2005),
o horizonte de planejamento de 2025, apenas 8% das sedes municipais de Pernambuco
apresentara abastecimento satisfatério e 92% apresentardo situacdo critica. A maior

concentracdo destas sedes municipais com abastecimento critico localiza-se no Agreste
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Pernambucano e na Zona da Mata Norte, onde esté localizada a Regido Metropolitana do
Recife (ATLAS NORDESTE — ANA, 2005).

TABELA 1 — PROJECOES

ANoO Populagéo Urbana Demanda urbana (L/s)

(hab.) Cenario tendencial Cenario otimista
2005 1.480.685 5.706,8 5.706,8
2015 1.556.325 5.998,3 5.548,0
2025 1.608.611 6.199,9 5.324,8

Fonte: Projec8es da populagdo urbana da cidade do Recife (ATLAS NORDESTE - ANA, 2005).

o<t

BA

Figura 4 — Classificagao quanto a criticidade — Cenario 2025 (ATLAS NORDESTE — ANA, 2005)

Para o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica - IBGE (2007), a populacéo
considerada totalmente urbana no municipio do Recife chegou a 1.533.580. Segundo
Manoel Filho (2004) apud Correia (2007) se for mantida a tendéncia observada nos ultimos
anos, o numero da atual populacéo devera dobrar no ano 2050. Isso representa um cenario
preocupante que implica em um grande desafio na gestdo dos recursos hidricos, e em
particular dos aquiferos, no planejamento da possibilidade de uso dos mesmos, como parte
da solugéo do problema de abastecimento d’agua.

A &gua hoje na RMR, como em todas as regifes do Estado de Pernambuco, é
um bem natural escasso, em funcdo do seu uso para fins diversos, gerando impactos
ambientais que afetam desde a salde da populacao até o desenvolvimento regional.

Na figura 5, observamos que a RMR é uma das regides que apresenta uma

maior demanda de recursos hidricos, superior a 2,0 m®/s.
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Figura 5 — Demanda total de Agua em Pernambuco (ATLAS NORDESTE — ANA, 2005)

1.3.2 Caracterizacao Fisiogeografica

A RMR encontra-se localizada na zona fisiografica do Litoral do estado de
Pernambuco. Trata-se de uma regido litorAnea, quente e Umida com estiagem pouco
pronunciada. De acordo com a classificagdo de KOPPEN (1948) que se baseia nos valores
médios de temperatura do ar, da quantidade de precipitacdo e na distribuicdo correlacionada
destes dois elementos pelos meses do ano, o clima é do tipo Mas, quente, Umido e com
taxa de precipitacdo pluviométrica anual abundante com média de 2.458mm (CORREIA,
2007).

- Elementos Climaticos

Apresentamos valores de alguns elementos climatoldgicos da RMR, onde

destacamos na tabela 2 a seguir:

Tabela 2 — Médias Mensais de Normais Climatolégicas de 1961 a 1990, na Estacéo
Metereologica de Recife/PE (CORREIA, 2007).

DADOS CLIMATOLOGICOS MEDIOS MENSAIS
MESES Precipitacéo Evaporacéo (mm) Temperatura | Umidade | Insolagéo
(mm) Potencial Real (°C) (%) (h)
JAN 103,4 131,9 103,4 26,6 73,0 246,3
FEV 144,2 114,2 114,2 26,6 77,0 210,8
MAR 264,9 97,8 97,8 26,5 80,0 203,9
ABR 326,4 155,2 155,2 25,9 84,0 185,2
MAI 328,9 70,2 70,2 25,2 85,0 186,6
JUN 389,6 76,4 76,4 24,5 85,0 168,3
JUL 385,6 90,9 90,9 24,0 85,0 169,8
AGO 213,5 113,9 113,9 23,9 85,0 108,1
SET 112,5 113,3 113,3 24,6 78,0 216,6
ouT 66,1 138,4 66,1 25,5 76,0 247,3
NOV 47,8 144,1 47,8 25,9 74,0 265,8
DEZ 65,0 143,4 65,0 26,3 75,0 255,2
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Gréfico 2 — Normais Climatolégicas do periodo 1961 — 1990 de precipitagdo, insolacédo, evaporagdo, umidade e
temperatura na Estagdo Metereoldgica de Recife — PE (Fonte: CORREIA, 2007).

A precipitacdo pluviométrica abundante com média anual de 2.458mm, com
distribuicdo temporal das médias mensais marcada por dois periodos distintos: um chuvoso,
gque se estende de mar¢o a agosto, com precipitacdes maximas nos meses de junho e julho;
um de estiagem, que ocorre entre os meses de setembro a fevereiro, com minimas nos
meses de novembro e dezembro.

Quanto a evaporagcdo, a média anual € inferior a pluviométrica, ou seja,
1.390mm evaporados contra 2.458m, indicando excedente hidrico, ou seja, um balanco
hidrico positivo de 1.068mm, razdo porque os recursos de superficie sdo relativamente
abundantes e de boa qualidade fisico-quimica, na regido estudada, quando nao poluidos
pelo homem. A intensidade de evaporagdo cresce com a radiac&o solar, a temperatura do ar
e a velocidade dos ventos, diminuindo com o aumento da umidade relativa do ar.

Com relagdo a umidade relativa do ar que € alta nesta regido, atinge um valor
médio em torno de 79,8%, com maxima de 85% no periodo do més de maio a agosto, e
minima de 73% em janeiro.

A insolacdo média anual € em torno de 2.464 h com maxima de 266 h no més
de novembro e minima de 108 h no més de agosto. A insolacdo é diretamente proporcional
a temperatura na regido estudada, mostrando valores baixos de insolagdo nos meses
chuvosos (inverno) quando ocorre valor menor de temperatura, enquanto no periodo seco
(verdo), os valores de insolacdo e temperatura sdo elevados. A justificativa para esses
valores de uma elevada taxa de insolacdo média anual é consequéncia do posicionamento
geografico a Regido Metropolitana do Recife que se encontra relativamente proximo da faixa

equatorial. A direcdo predominante dos ventos € sudeste.
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- Solo

A Regido Metropolitana do Recife, segundo Mabsoone, 1991, Oliveira, 2003 e
Correia 2007, ocorrem solos tipo Gley indiscriminados, tem-se portanto:

Solos tipo areia quartzosa Sobre a Formagdo Barreiras e os Terragos
Holocénicos e Pleistocénicos

Solos tipo Gley indiscriminados nas areas de planicies, incluindo: solos
organicos de mangue, poucos desenvolvidos com elevado teor salinos, sedimentos finos
com matéria organica que alimentam a fauna e a flora; solos aluviais, pouco desenvolvidos e
poucos permeaveis, o que 0s torna sujeito a inundacfes e areias quartzosas marinhas,

muito permedveis e distribuidas pela baixada litoranea nas proximidades da orla maritima.

- Vegetacédo

A cobertura vegetal da RMR é representada de forma proeminente por
canaviais. As culturas de subsisténcia (milho, feijdo, etc.) estdo presentes em areas
menores, frequentemente isoladas em meio aos canaviais ou concentradas em algumas
faixas maiores proximas as pequenas concentracfes urbanas. Além da cana-de-acglcar e
das culturas de subsisténcia, podem ser encontrados ainda coqueirais, cultivados
principalmente nas &reas mais proximas ao litoral.

A cobertura vegetal original esté restrita a umas poucas areas, além do pouco
gue restou da Mata Atlantica, podendo ser encontrados restos da vegetacdo nativa
representados pelos tipos designados como: capoeira, capoeirinha, vegetacdo higrofita e
vegetacdo de mangue (FIDEM, 1979).

As areas de ocorréncia de Mata Atlantica perfaziam pouco mais de 20.759ha
(13,12% da cobertura vegetal) da RMR em 1974, sendo que na época do descobrimento do
Brasil, esse tipo de vegetacdo se distribuia ao longo de todo o litoral pernambucano e era
rica em espécies como o pau-brasil (Caesalpinia echinata). Hoje, essa arvore é encontrada
gquase gue unicamente na reserva biolégica de Tapacura, ho municipio de Sao Lourenc¢o da
Mata. Além do paubrasil, outros tipos vegetais caracteristicos da Mata Atlantica sdo: o
visgueiro (Parkia Pendula), mamanjuba (Slonga Obtusifolia), manguba (Pseudobombax sp.)
e a urucuba (Virola Gardneri).

A denominacéo de capoeira € utilizada para definir um tipo de vegetacao de
porte menor que a da Mata Atlantica (com altura variando entre 2m e 5m). Sao tipos
caracteristicos dessa unidade a mangabeira (Hancornia Spenciosa), lixeira (Curatella

Americana) e a Echinolaena inflexa.
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A capoeirinha é uma vegetagdo de pequeno porte (basicamente gramineas e
arbustos finos), com alguns tipos arboéreos que ndo ultrapassam os 2m de altura.

A vegetagcdo de mangue é composta por tipos de médio e pequeno porte,
representada pelo mangue vermelho (Rhisophona Mangle L.), pelo mangue canoé
(Avicennia Nitida Jacg.), mangue de botdo (Canocarpus erectus L.) e 0 mangue manso
(Lagmicularia Racenosa Gaerin F.), adaptada as condi¢des de solos salinos e diariamente
atingidos pelas oscilagbes das marés.

A vegetacao higréfita pode ser encontrada basicamente nas varzeas dos rios
e reservatérios de acudes e barragens, sendo a espécie vegetal mais comum 0s aguapés

(também conhecidos como baronesas).

- Recursos Hidricos Subterraneos

O estado de Pernambuco apresenta dois dominios hidrogeoldgicos: Poroso e
Fraturado. O Dominio Fraturado ocupa mais de 80% da area do estado, sendo representado
pelo sistema aquifero Cristalino, que apresenta baixa vocac¢éo hidrogeoldgica. Os principais
sistemas aquiferos pertencem ao Dominio Poroso e estdo localizados nas bacias
sedimentares costeiras de Pernambuco-Paraiba e Cabo-Ipojuca, e nas bacias sedimentares
do Jatoba e Araripe. Existem ainda algumas pequenas bacias sedimentares como Sao José
do Belmonte, Mirandiba, Betania, Fatima, Araras, Carnaubeiras e Cedro (ABAS, 2003). A
tabela 3, a seguir, apresenta uma sintese da produtividade dos pog¢os nas principais bacias
sedimentares (ATLAS NORDESTE — ANA, 2005).

Tabela 3 - CARACTERISTICAS DE POCOS SITUADOS NAS PR INCIPAIS BACIAS
SEDIMENTARES DO ESTADO (PERH-PB)

Bacia Sedimentar Vazélo3 média Prof’un_didade Nivql estético NiveI’D_inémico NUmero
(m”/ h) média (m) meédio (m) médio (m) de pocos
Araripe 3,2 61,0 17,4 36,0 351
Cabo-Ipojuca 4,9 50,8 6,1 20,5 395
Pernambuco-Paraiba 19,7 71,2 8,9 27,3 214
Jatoba 6,9 104,4 21,1 36,3 760

Fonte: ATLAS NORDESTE, 2005 — Abastecimento Urbano de Agua

A bacia sedimentar Pernambuco-Paraiba apresenta o melhor potencial entre
as bacias sedimentares. Tem largura média da ordem de 25km, cerca de 250km de
comprimento e espessura em torno de 400m no dominio continental. O principal sistema
aquifero € o Beberibe, que é confinado pelos calcarios da Formacdo Gramame, e apresenta
espessura média na zona costeira de 200m. O sistema aquifero Barreiras também tem bom

potencial hidrico. O Beberibe € o principal manancial subterrdneo na cidade de Recife,
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sendo explorado por cerca de 4.000 pocos. O crescimento desordenado do numero de
pocos na regido tem provocado significativos rebaixamentos do nivel de 4gua e problemas
de salinizacéo das aguas.

A bacia vulcano-sedimentar do Cabo-Ipojuca ocupa toda a faixa costeira sul
do estado de Pernambuco e possui uma forma alongada na diregcdo N40OE, com uma largura
média de 10km na por¢do emersa. Inicia-se na cidade do Recife, estendendo-se para sul
até o municipio de Sirinhaém, numa extensdo de 35km. Os sistemas aquiferos de maior
potencialidade sdo Cabo e Algodoais.

A bacia sedimentar do Jatoba localiza-se na porcdo centro-sul do estado, tem
direcdo ENE-WSW, possui uma extensdo de 155km, com largura maxima de 50km e area
total de 6.200kmz2. Os principais sistemas aquiferos sdo Tacaratu e Inaja, que apresentam
espessura da ordem de 600m. Outros aquiferos de bom potencial sdo: Sdo Sebastido,
Brotas e Marizal.

As principais restricbes com relacdo a qualidade das aguas, no Estado,
ocorrem no sistema aquifero Cristalino, em funcdo da elevada salinidade, sendo
frequentemente necessaria a instalacdo de dessalinizadores. Os sistemas aquiferos
fraturados-céarsticos Gramame, Santana e Estiva apresentam problemas de dureza, devido a
interagdo da &gua com as rochas calcarias. Na cidade de Recife, o Beberibe apresenta
problemas localizados de salinizagdo das dguas em decorréncia dos superbombeamentos
em algumas é&reas.

- Caracterizacdo Geologica

Segundo a Companhia de Pesquisa de Recursos Minerais — CPRM (2003) e
Correia (2007) a RMR é constituida geologicamente pelas rochas de embasamento
cristalino e pelas rochas sedimentares sobrepostas, pertencentes as Bacias Sedimentares
do Cabo e Pernambuco-Paraiba, além dos sedimentos de cobertura da Formagéo Barreiras
e sedimentos recentes da Planicie do Recife. Essas bacias situam-se ao longo da costa,
havendo grandes concentracdes populacionais, com o registro de um significativo numero
de pocos tubulares' em operacéo.

Os sedimentos de cobertura sdo representados por sedimentos recentes, de
praia e de aluvido (Quartenario), e por sedimentos da Formacdo Barreiras (Tércio-
Quartenario). O perfil geoldgico esquematico apresentado na figura 7, teve como base o
mapa da CPRM (1994b) adaptado, incluindo as proposicfes de Costa et al (1994), Lima
Filho (1998) e Correia (2007).

! Quando se caracteriza por um tubo de até uns 50 cm de diametro e profundidade ilimitada (CPRM -
Servigo Geoldgico do Brasil, 2003).
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Figura 6 - Mapa Geoldgico do Recife e Adjacéncias (Fonte: CORREIA, 2007).

Observando a figura 6 acima, que a localizacdo da area de estudo, Aquifero
de Boa Viagem, ocupa toda a area compreendida pelos sedimentos recentes, representada

na figura pela cor amarelo claro.
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Figura 7 — Esbogo Litoestrutural do municipio do Recife (Fonte: Costa et al, 1994 apud Correia, 2007)
modificado.
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- Geomorfologia

Na RMR, parte norte h4 a ocorréncia das rochas do embasamento cristalino,
dos sedimentos da Bacia Sedimentar PE-PB, da Formacdo Barreiras e da Planicie do
Recife, além de uma pequena ocorréncia dos sedimentos da Bacia Vulcano-Sedimentar do
Cabo, na zona Sul da Planicie do Recife. Enquanto que, na parte Sul, h4 a ocorréncia das
rochas do embasamento cristalino, dos sedimentos da Bacia Vulcano-Sedimentar do Cabo e
da Formacéao Barreiras.

As unidades geoldgicas exploradas como aquifero na RMR, descritas a
sequir, sdo, de acordo com o nivel de importancia:

- Formacéo Beberibe (Bacia Sedimentar PE-PB);

- Formacéo Cabo (Bacia Sedimentar do Cabo);

- Formacéo Boa Viagem (Planicie do Recife);

- Formacéo Barreiras;

- Formacéo Algodoais (Bacia Sedimentar do Cabo);

- Formacbes Gramame/Maria Farinha (Bacia Sedimentar PE-PB);

1.4 CARACTERIZACOES HIDROGEOLOGICA DO AQUIFERO BOA
VIAGEM

1.4.1 Conhecimentos Anteriores

Segundo a Agéncia Nacional de Aguas — ANA (2006), um aquifero € um
reservatdrio subterrdneo do qual é possivel extrair uma quantidade apreciavel de dgua. Os
aquiferos séo divididos em livres?, que se encontram a menor profundidade, ou confinados®
(artesianos) cuja maior profundidade apenas permite sua exploracdo mediante a perfuracdo
de pocos tubulares ou artesianos nos quais, ao contrario dos po¢os escavados para
aquiferos livres aonde a agua é captada pelo uso de baldes, cata-ventos ou bombas de
baixa poténcia, a 4gua € extraida pelo uso de bombas de alta poténcia o que confere a
estes uma imposi¢ao de didametros reduzidos e vazéao limitada.

Além da exploragdo por pocos tubulares, ha ainda forte exploracdo deste
manancial, principalmente na zona urbana e ao longo do litoral, por pogos rasos, cacimbas,
pocos amazonas e cacimbdes, com funcdes diversas, tais como: abastecimento de granjas,

casas de campo e de praia.

 Quando o aquifero sofre apenas as pressdes atmosféricas (CPRM - Servico Geoldgico do Brasil,
2003).

® Quando o aquifero esta confinado por formagdes impermeaveis sobrepostas, existindo dai pressées
superiores a atmosférica (CPRM - Servigo Geoldgico do Brasil, 2003).

29



CARVALHO FILHO, Ormiro Joaquim de. MODELOS MATEMATICOS PARA DISPERSAO DE POLUENTES:
Aplicacéo ao Estudo da Bacia Hidrogréafica Subterranea do Aquifero Boa Viagem.

A importancia econbmica deste aquifero para o abastecimento urbano e
industrial é citado por véarios autores (CORREIA, 2007; COSTA FILHO et al, 1998; SANTOS
et al, 1994; BATISTA, 1984) e diversas acOes governamentais visando evitar problemas de
exploracdo do mesmo acima de sua capacidade de reposi¢do vém sendo tomadas (CPRM,
2003; COMPESA/ACQUA-PLAN, 1982).

Segundo o Servico Geoldgico do Brasil — CPRM, (2008) diversos foram os
estudos hidricos subterrdneos executados na RMR desde a década de 60, principalmente
na Parte Norte. Foram iniciados, em 1966, pelos concluintes do Curso de Geologia da
Universidade Federal de Pernambuco, Mont'Alverne e Silva, registrados nos seus relatorios
de graduacéo. Desde entéo, diversos outros foram processados no ambito da hidrogeologia
(Costa et al., 1998).

1.4.2 Caracteristicas Dimensionais e Composicionais

O aquifero de Boa Viagem (ou aquifero Boa Viagem), aquifero do tipo
intersticial, estd localizado na faixa costeira do estado de Pernambuco, na planicie do
Recife, limitante pelo municipio do Recife e o zoneamento do aquifero Boa Viagem, entre as
coordenadas UTM 283000 a 294000 mE e 9100000 a 9114000 mN aflorando em quase
toda a superficie da Planicie do Recife, compreendendo uma area de 112,5Km?. Segundo
Costa et al (1994) Apud Correia (2007) o aquifero Boa Viagem é formado por sedimentos de
aluvides, dunas, sedimentos de praia, mangues e por misturas de areias argilosas, argilas,
limos e vasas, de origem continental ou marinha (COSTA FILHO, 1997), aflorando em
gquase toda a superficie da Planicie do Recife, ora recobrindo os sedimentos do aquifero
Beberibe e Cabo e ora sobre o embasamento cristalino na regido mais a oeste. Na regido
oeste da area estudada, o aquifero Boa Viagem € mais explorado por pocos tubulares cujas
espessuras meédias oscilam em torno de 50m, como é o caso dos bairros do Curado, Cidade
Universitéria, Varzea, Engenho do Meio, Caxanga e Dois Irméos. Na regido de Boa Viagem,
esse aquifero chega a atingir até 80m de espessura maxima a uma profundidade de sub-
superficie de topo em média de 20m. A figura 8 mostra a distribuicdo geografica do aquifero

zoneando-o por profundidade na regido metropolitana da cidade de Recife-PE.
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Figura 8 - Localizagdo do Aquifero de Boa Viagem (Fonte: CORREIA, 2007).

O aquifero Boa Viagem, reconhecido por COSTA (1994), representado por
sedimentos areno-argilosos recentes, aparece recobrindo os dois outros aquiferos de idade
cretécea, ou ainda diretamente sobre 0o embasamento cristalino, ocorrendo principalmente
na planicie do Recife, onde ocupa toda a area superficial e se estende até 8m de
profundidade. Apesar de ser esse aquifero bem identificado e poder ser facilmente
delimitado em varios pocos profundos através da descricao litol6gica, ndo ocorre um
horizonte guia continuo ao longo de toda a superficie, que estabeleca uma separacao nitida

entre esse aquifero e os dois outros que estdo sotopostos (Beberibe ao norte e Cabo ao

sul).

Caracteristicas da agua do aquifero:

- essencialmente mistas com a presenca de aguas calcicas;

- apresenta Ph um pouco alcalino, com baixo risco quanto a corrosao e a
incrustacao;
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- alta concentracdo de sodio e de cloreto e altos valores de condutividade
elétrica;
- a 4gua é, em geral, de boa qualidade para irrigagdo, com baixo risco de

sédio e alto risco de salinidade;

1.4.3 Vulnerabilidade do Aquifero Boa Viagem
Segundo CORREIA (2007) Apud LOBO FERREIRA e CABRAL (1991) o

conceito de vulnerabilidade a poluicdo de &guas subterrAneas foi definido em uma
conferéncia internacional sobre “Vulnerability of Soil and Grandwater to Polluntants”,
realizada no ano de 1987, na Holanda (Duijvenbooden e Waegeningh, 1987), como:

A sensibilidade da qualidade das &guas subterraneas a uma carga poluente é
fungéo apenas das caracteristicas intrinsecas do aquifero.

A vulnerabilidade da RMR foi constatada em um levantamento realizado em
1998, quando indicaram como fontes potenciais de poluicdo nada menos que 145 postos de
combustivel, 20 lixdes e 14 cemitérios, dentre os quais aproximadamente a metade, 42%,
localizados na cidade do Recife (Costa ET AL, 1998, Apud Correia, 2007).

Dentre os poluentes mais provaveis estdo os esgotos domésticos, oriundos de
fossas, e também por hidrocarbonetos monoaromaticos, produtos da industria de petroleo,
vindos dos postos de combustiveis e de lubrificantes.

Através de um trabalho recente de dissertacdo foi possivel determinar a
vulnerabilidade da regido onde esté localizado o aquifero Boa Viagem, através dos métodos
GOD ( G — Groundwater occurrence, O — Lthology of the Overlying Layers, D — Depth of
groundwater) e DRASTIC, no qual obteve resultados expressivos em termos qualitativos, em
indice de vulnerabilidade extremo, alto, médio, baixo e nulo.

Dessa foi possivel determinar a partir do método GOD as classes de

vulnerabilidade do Aquifero Boa Viagem, conforme figura abaixo.
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Figura 9 - Mapa de vulnerabilidade natural das aguas subterraneas no aquifero Boa Viagem
no municipio de Recife (Fonte: CORREIA, 2007).

| iINDICE GOD | INDICE GOD |
<0,1Desprezivel < 0,1 Desprezivel
0,1 - 0,3 Baixa 0,1 - 0,3 Baixa
0,3 - 0,5 Moderada 0,3 - 0,5 Moderada
0,5- 0,7 Elevada 0,5- 0,7 Elevada
0,7 - 1,0 Extrema 0,7 - 1,0 Extrema

1.5 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Segundo John Molson, professor da Universidade de Laval, em Quebéc - Canada, um
dos pioneiros da modelagem matemética em A&aguas subterrAneas, autor de vérias
publicacbes e de diversos softwares de modelagem, argumenta que a pratica de

modelagem de aguas subterrédneas sofreu mudancas significativas nas ultimas décadas.
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Nos anos 60 e 70, o campo ainda estava na sua infancia e se vocé fosse um “modelador”,
basicamente desenvolvia 0 seu préprio programa. Essa situacdo se manteve até 0os anos
80, que viu o rapido desenvolvimento de pacotes prontos de software, incluindo o Modflow*.
Porém o usuério ainda tinha de preparar seus préprios arquivos de entrada e saida
(Entrevista cedida a Revista Subterranea, 2008).

Segundo Wagener e Kollat (2007), a avaliagdo detalhada dos modelos mateméticos, a
consideracdo da incerteza na modelagem hidrolégica e ambiental de sistemas é de
fundamental importancia, e até por vezes procurados por decisores.

Para Santos et al (2006), as atividades ligadas ao processo desenvolvimentista
provocam sérios impactos ao meio ambiente, especialmente em area urbanizadas. Os
estudos focados na preservacdo ambiental, na atualidade, preocupam-se cada vez mais
com a protecao dos recursos hidricos, em especial os subterraneos.

No contexto da hidrologia e hidrogeologia ha muitos trabalhos desenvolvidos,
principalmente, na modelagem e determinacdo de parametros de sistemas superficiais; no
entanto, apresentamos alguns trabalhos de aplicacdo da modelagem matematica em aguas

subterraneas.

1.5.1 Aplicacdo da Modelagem Matematica em Aguas

Subterraneas

A necessidade de considerar aspectos técnicos, econdmicos, ambientais,
juridicos e as questdes sociais no planejamento e gestdo dos recursos hidricos e a tomada
de decisdo, obrigam o uso dos modelos complexos de recursos hidricos que ligam o
hidrolégico, o econdmico e as relagdes institucionais com agua (PULIDO-VELAZQUEZ et al,
2009). A fim de analisar problemas como disperséo de poluentes, a escassez e os conflitos
entre usos de uma perspectiva global, os sistemas hidricos sdo muitas vezes analisados em
escala de bacias hidrogréficas, e isto exige modelos matematicos que simulam
simultaneamente componentes da superficie e subterranea e suas interacoes.

a. O aquifero “Mancha Ocidental”, localizado na area central da Espanha,
trouxe importantes beneficios sociais e econbmicos para a regido, principalmente devido a

BN

pronta disponibilidade de aguas subterrdneas na demanda e a seguranca do aquifero

* MODFLOW é um modelo numérico de aguas subterraneas tridimensional baseado na metodologia
de diferencas finitas, contendo diversos médulos para representar pocos, drenos, rios,
evapotranspiracao, infiltragédo, etc. MODFLOW simula condi¢des estacionarias e transientes de fluxo
para aquiferos livres confinados ou semi-confinados. As condutividades hidraulicas, coeficientes de
armazenamento e transmissividades atribuidos as diversas camadas podem ter distribuicéo isotropica
ou anisotropica.
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durante as secas, no entanto, a utilizacdo das aguas subterrdneas ocorreu principalmente
de forma descontrolada, enquanto as autoridades da Espanha estavam centradas na
construcdo de infra-estruturas e gestdo das aguas superficiais, com o tempo esta situacao
veio se agravar, gerando um conflito entre agricultores e os representantes do governo,
gestores de aguas (MARTINEZ-SANTOS; LLAMAS; MARTINEZ-ALFARO, 2008).

Estes autores propuseram um modelo matematico destinado a identificar as
vulnerabilidades do aquifero, reproduzindo o sistema fisico, para simular a evolu¢do do
aquifero dentro de uma série de cenarios capaz de criar dinamicamente seu
comportamento, no qual objetivaram quatro outras razdes que justifiguem o modelo
matematico; em primeiro lugar , o processo de desenvolver o modelo incorpora avangos em
termos de compreensdo da area do sistema aquifero, especialmente devido a
disponibilidade de significativas melhoras geoldgicas e hidrogeolégicas, em segundo lugar ,
um modelo numérico que permite simular uma ampla gama de condi¢bes, fornecendo
resultados que ndo sdo apenas imparciais, mas igualmente significativos para o0s
interessados tanto no tempo e no espaco; em terceiro lugar , as abordagens participativas
representam em si uma oportunidade muito necessaria para a interacdo das partes
interessadas, especialmente tendo em conta os conflitos que existem entre os principios
coletivos e a falta de uma tradicdo participativa, e em quarto lugar , um modelo capaz de
proporcionar uma pioneira ferramenta de aprendizagem social sobre as aguas subterraneas
(MARTINEZ-SANTOS; LLAMAS; MARTINEZ-ALFARO, 2008).

b. Borthwick; Marchant; Copeland (2000) propuseram um modelo que foi
aplicado a baia de Sepetiba, Brasil, um complexo com vérias ilhas costeiras. Descreveram
uma rede hierarquizada adaptativa baseado em um esquema numérico de previsdo de dgua
localizada, suportando o transporte de poluente em duas dimensdes.

A Modelagem matematica de aguas-custeadas com transporte de poluente é
geralmente baseada na regulagem do fluxo das equacbes (massa e dinamica de
conservacao) juntamente com uma espécie de equacdo de transporte que combina
linearmente com advecc¢ao, difusdo e fonte/dreno. Diversas técnicas de solu¢cdo numérica
foram elaboradas para descrever e resolver as equacfes de transporte. Uma abordagem
importante sdo as particulas Lagrangeano com monitoramento continuo de massa do qual o
poluente é descrito em um determinado conjunto de masslets, em seguida, difundido por
outras particulas (em manter, tanto quanto possivel, com a solu¢cdo matematica a pura
difusdo da equacéo).

c. Atualmente aguas subterraneas representam mais de 20% do uso da agua

por dia nos Estados Unidos. Como a contaminagdo das reservas subterrdneas também
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continua a aumentar a partir de uma variedade de poluentes, a reabilitacdo torna-se
necessaria. Se o método envolve reparacdo ou limpeza, uma fundamental compreenséo dos
padrdes de fluxo das aguas subterraneas é necesséria. Atualmente isso pode ser adquirido
através de modelos preditivos, devido aos avancos nas investigacdes das &guas
subterrédneas. O método Superblock - Analitical Element Method (AEM) é capaz de captar as
tendéncias tanto em grande e em pequena escala de variacdes de fluxo complexo e
heterogéneo. Estas tendéncias e as variagbes ndo sdo capturadas pelas atuais solucdes
numéricas, caracterizado por diferencas finitas e elementos finitos de formulacdes. O
Superblock AEM, como acontece com muitos solvers subterrdneos, tem um grande ndmero
de parametros de entrada e produz grandes quantidades de producdo 3D. Além disso, o
software pode ser utilizado em qualquer sistema operacional ou mesmo acessado através
de uma interface web (ALIVARAPU e WINER, 2008).

d. Visser et al (2009) combinou duas abordagens de andlise da qualidade de
dados subterraneos: modelagem geoquimica de concentracdo e deteccdo em relacdo ao
tempo de viagem do poluente. Os dados foram agregados com base na profundidade e s6
foi possivel porque o componente vertical de fluxo de agua subterrdnea foi praticamente
constante. A variacdo do tempo de viagem foi o resultado do controle de pogos sendo
colocados afastados utilizando uma estratégia de amostragem aleatoria estratificada para
representar toda a agua subterrdnea com um numero limitado de pogos. As concentracdes
de nitrato de potassio foram relacionadas com o tempo de recarga que mostraram
tendéncias que pareciam ter sido alterados por processos geoquimicos, como pirita
oxidagdo ou de troca catidnica.

A distingdo entre conservadores, direta e indireta reativas € importante para
interpretar corretamente as tendéncias da qualidade de dados das aguas subterrdneas em
relagcdo a mudancas histéricas na recarga de concentragcfes de origem antropogénica. Estas
tendéncias representam uma ameaca para as aguas subterrdneas de qualidade oculta,
porque esses poluentes ndo foram introduzidos no sistema através de recarga, mas sao
liberados dentro do subterrdneo. A parametrizacdo desses modelos e as reconstrucdes de
recarga de concentracfes sdo tarefas desafiadoras, mas a simulacdo do transporte de
poluentes reativos subterrdneos através do aquifero é essencial para previsdes do futuro e a
gqualidade das aguas subterraneas (VISSER et al, 2009).

e. Na segunda metade do século 20 a industria e a agricultura chegam no
Elba, na parte montanhosa da Republica Checa, causando muita poluicdo na agua e uma
elevada carga suspensa. Um reservatério com um volume total de 9.200.000m*® foi

construido em 1914 para fechar a parte montanhosa da bacia e para prevenir as
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inundacgdes, que possam pbr em perigo as cidades a jusante. Cerca de 20% do seu volume
foi agora preenchida com sedimentos poluidos. Estes poderiam potencialmente ser
transportados para jusante e liquidados na planicie de inundacao, e poderia, assim, também
influenciar a qualidade das aguas subterraneas (RUDIS et al, 2009).

Para encontrar onde os sedimentos foram localizados e para calcular a
guantidade de sedimento, o fluxo dindmico, foi utilizado o modelo FAST 2D, para calcular a
guantidade de sedimentos na planicie aluvial; o movimento da poluigdo abaixo do terreno foi
entdo descrito usando o modelo MT3DMS. O principal resultado € uma simulacdo de
predicdo de concentracdo de zinco (como um representante geral dos metais pesados), em
diferentes camadas aquiferas ap6s 10 e 20 anos (RUDIS et al, 2009).

O método de simulacdo aqui apresentado é um instrumento adequado
relativamente rapido para se obter informacdes sobre o efeito de um futuro episodio
catastréfico de inundacdo sobre o transporte e sedimentacdo de sedimentos poluidos e os
seus efeitos sobre as aguas subterraneas de qualidade (RUDIS et al, 2009).

f. No trabalho de Pulido-Velazquez et al, 2009, um modelo matemaético foi
criado para avaliar a gestdo dos recursos hidricos que considera simultaneamente de
superficie e subterrdnea, bem como a componente hidraulica e sua interagdo. Dois
requisitos foram necessarios: o comportamento estocastico hidrolégico da superficie em
longo prazo e um modelo do aquifero.

O Método Eigenvalue foi utilizado para solucionar o problema de fluxo de
aguas subterraneas oferecendo em tempo continuo uma solugdo formulada usando uma
equacao.

Este trabalho descreve uma metodologia para simular condigcbes
subterraneas de fronteira de fluxo ndo-linear utilizando um estado definido a partir de uma
equacao linear Eigenvalue Modelo, e d4 uma descricdo pormenorizada da formulagédo de
diferencas finitas. A aplicacdo desta metodologia computacional conserva as vantagens do
Eigenvalue Method.

g. Uma abordagem interessante para a determinacdo de parametros de
aquiferos foi apresentada por Rosell6 et al (2009). Os autores analisaram o estado atual da
vulnerabilidade da sociedade e seu ambiente de risco, bem como a criacdo de um esquema
conceitual em relacdo aos aspectos que compdem o conceito de vulnerabilidade do
ambiente humano. Atendendo a este regime, uma lista de indicadores de vulnerabilidade é
atil em uma ampla gama de riscos a partir de diferentes fontes. A seguir, proporam uma
estimativa da vulnerabilidade em meios humanos para um determinado risco, tais como o

risco de contaminacéo de aquiferos.
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Do ponto de vista de gestdo de risco, tornam-se possivel a localizacdo de
fontes de perigo, sobretudo as zonas mais vulneraveis. A combinacdo deste resultado
(perigo + vulnerabilidade intrinseca), com o mapeamento da vulnerabilidade do ambiente
humano, faz com que seja possivel evitar as consequéncias de contaminacdo em uma
populacdo e seus bens. Através dos mapas de risco e da vulnerabilidade das populagfes e
seus bens, permitiram distinguir e localizar, em uma area do aquifero (com um reconhecido
nivel de risco e intrinseca vulnerabilidade), os grupos da populacado, as atividades ou ativos
que, devido a sua especial vulnerabilidade a contaminacédo da 4gua, estdo em maior risco
de ser afetados por uma eventual contaminacgao. Este papel, portanto, é especialmente util,
no contexto de uma deciséo de apoio, especifica para a concepcdo de medidas preventivas,
tais como a diversificacdo das fontes de abastecimento de &gua em uma regido, a
intensificacdo de informativos de medidas destinadas a grupos de dada populacdo ou
atividades susceptiveis a ser afetados, bem como a habilitacdo de relevante cobertura. Os
resultados sdo igualmente validos para a concepc¢ao de medidas paliativas para ser aplicada
no caso de uma catastrofe (por exemplo, procura e identificacdo de fontes alternativas de
abastecimento), bem como a compensacdo de medidas pds-catastrofe (ROSELLO et al,
2009).

h. Santos et al (2006) apresentou a utilizagdo do Visual Modflow para
tratamento de aquifero livre e raso. O modelo desenvolvido se mostrou viavel. Porém, os
resultados indicaram a necessidade de uma &area consideravel (>2.000 m? para a
implantacdo desses sistemas.

Foram realizadas andlises de vulnerabilidade natural a poluicdo do aquifero
fredtico. Contaram para a andlise o indice DRASTIC, que apresenta como principais
caracteristicas: simplicidade, baixo custo, facil aplicagdo e é amplamente utilizado em
estudos de vulnerabilidade. Os resultados obtidos mostraram-se eficaz, a aplicabilidade
deve-se a quantidade de parametros diretos e indiretos utilizados em sua determinacao,
envolvendo maior variedade de fatores que outros indices de vulnerabilidade natural a
poluicao.

i. Wagener e Kollat (2007) utilizaram o Monte Carlo Analysis Toolbox (MCAT)
para a avaliacdo de modelos hidrolégico e ambiental. A ferramenta apresenta vantagens de
funcionar off-line, ou seja, ndo tem que ser ligado ao modelo de avaliagdo. O MCAT contém
ferramentas para avaliacdo de desempenho, identificacéo de hip6teses no que diz respeito a
estrutura do modelo utilizado. O MCAT, até agora, tem sido aplicado com sucesso para
avaliar modelos em uma investigacdo em estudos hidrolégicos e ambientais, além de ser

utilizado em cursos (sistemas de modelagem e hidrologia) e workshops.
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j- RIDOLFI & SORDO (1997) estudaram a convecgdo e 0 comportamento
dispersivo de poluentes passivos de um aquifero artesiano, no qual um campo de fluxo
causado por uma parte, penetrando, é sobreposto em cima de um caudal de &guas
subterraneas uniforme. O objetivo foi fornecer os meios para descrever matematicamente a
evolugdo de um poluente em um aquifero, a partir da fonte. O objetivo é auxiliar no
planejamento correto de pogos parcialmente penetrantes, tanto os de remediacdo de
aquiferos e as destinadas para outros usos que sdo elas proprias em risco da poluicdo. E
dentro deste contexto que o presente trabalho deve ser considerado, em que um esquema
matematico € proposto - imediatamente em um computador - que permite o estudo da
conveccdo e dispersiva dos fendmenos de transporte, no caso de um poc¢o artesiano
parcialmente penetrante em um aquifero que € em si também o local de um fluxo de agua

subterrdnea de base uniforme.
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CAPITULO I

MODELAGEM MATEMATICA DE SISTEMAS FiSICOS UTILIZANDO
EQUACOES DIFERENCIAIS
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Resumo

Existem diversas fontes de contaminag¢éo de aguas subterraneas, como &reas de disposicao
de residuos solidos (urbanos e industriais), lagoas de tratamento de efluentes industriais,
disposicéo de esgoto, disposi¢cdo de residuos radioativos, atividades agricolas, vazamentos
de petréleo e derivados, rejeitos de atividades mineradoras, entre outras. Dentre as
principais fontes de poluicdo de dguas subterrAneas merecem destaque os depdsitos de
residuos urbanos. A avaliagédo confiavel dos perigos ou riscos resultantes dos problemas de
contaminacgdo das aguas subterrédneas e o desenho de técnicas eficientes e eficazes para
atenuar estes problemas requerem a capacidade de prever o comportamento de
contaminantes no fluxo de dgua. Para escolher uma estratégia adequada de reabilitacao, o
conhecimento do contaminante, da fonte, do tempo e da histéria torna-se pertinente na
descontaminacdo. Com mais e mais areas contaminadas sendo detectadas atualmente, é
gquase impossivel de realizar uma exaustiva perfuracdo, testes e analises quimicas de
impressao digital, especialmente no caso da poluicdo sendo gerada pela construgdo e
reparacdo de materiais. Neste capitulo, analisamos os métodos mateméaticos que servem
como ferramenta na deteccdo e mapeamento dos poluentes em sistemas subterraneos e
resumimos o0s resultados obtidos em simulagcdes numéricas de diversas situacfes de
contaminacdo de um modelo simplificado de aquifero validando qualitativamente tais
simula¢des mediante comparacdo com um arranjo experimental também correspondente

aquele modelo simplificado.

Palavras-Chave: aguas subterraneas, poluicdo, métodos matematicos.
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Abstract

There are different sources of groundwater contamination, such as disposal areas for solid
waste (municipal and industrial), ponds treatment of industrial effluents, sewage disposal,
radioactive wastes, agricultural activities, oil spills and oil, waste activities mining, and others.
Among the major sources of groundwater pollution noteworthy deposits of waste. A reliable
assessment of the dangers or risks posed by problems of groundwater contamination and
the design of efficient and effective techniques to mitigate these problems require the ability
to predict the behavior of contaminants in the water flow. To choose an appropriate strategy
for rehabilitation, the knowledge of the contaminant source, time and history becomes
relevant in decontamination. With more and more contaminated areas are currently being
detected, it is almost impossible to conduct a comprehensive drilling, testing and chemical
analysis of fingerprint, especially in the case of pollution being generated by the construction
and repair materials. In this chapter, we have analyzed the mathematical methods which
served as a tool in the detection and mapping of pollutants in underground systems and
summarized the results obtained in numerical simulations of several instances of
contamination of a simplified model of the aquifer qualitatively validating these simulations by

comparison with an experimental arrangement also that corresponding simplified model.

Keywords: groundwater, pollution, mathematical methods.
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INTRODUCAO

Apresentaremos como ferramenta de andlise em sistemas subterr@neos um modelo
matematico que objetiva a distribuicdo espacial e temporal da concentracdo de poluentes
em aguas subterraneas. Antes apresentaremos definicbes das equacdes diferenciais e sua
aplicabilidade associada ao transporte de nutrientes presentes em agua residual.

Um conjunto simplificado de equacdes sera resolvido analiticamente para testar os
resultados numéricos. Solu¢cdes numéricas em uma e duas dimensfes sdo obtidas pelos
métodos do decaimento radioativo, Métodos de Euler, Métodos de Runge-Kutta, espaciais e

temporais locais de interesse.

2.1 MATERIAIS E METODOS
2.1.1 Definicao de Equacdes Diferenciais

S&o equagbes que apresentam derivadas ou diferenciais de uma funcéo
desconhecida (a incognita da equacdo). Estas equagbes sdo comuns no uso da
modelagem de desenvolvimento ao longo do tempo de um sistema fisico mediante 0 uso
de equag0es, por exemplo, no ensino médio aprendemos que se um veiculo move-se em
linha reta a velocidade constante V, a partir de um ponto inicial S, entdo podemos

encontrar sua posi¢ado apos o tempo decorrido t (contado a partir do instante que o veiculo

inicia seu movimento no ponto Sy) pela equagdo S=S; +V,t.

Quanto a sua aplicabilidade, aprendemos que este caso é apenas um caso
particular de uma situacdo mais geral no qual o veiculo se move em velocidade

uniformemente variada, i.e, com aceleracdo constante a em linha reta (no caso anterior,

2

a=0) que é dada por SZSO+V0t+atE.

z

Observamos que, mesmo tal generalizacdo ndo é muito realista, pois na
pratica, todos os veiculos passam por momentos de aceleracdo, desaceleracao, velocidade
constante e os valores de aceleracdo e velocidade podem variar entre um momento e
outro.

Para compreender casos mais gerais, Sir Isaac Newton (1643-1727) prop6s
em 1687 a seguinte abordagem:

Considere que o corpo move-se a velocidade V = V(t) conhecida durante todo
o tempo do percurso. Se o intervalo de tempo Atentre duas medi¢cdes de velocidade

(digamos nos tempos t; e ty) for muito pequeno entdo a velocidade ficar4 praticamente

constante e igual a V = V(t;) e podemos escrever S =S, +Vt, e S, =S, +Vt, obtendo que
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o intervalo percorrido pelo corpo sera de, aproximadamente, AS=S, —-S UVAt o que

L AS I :
implica que V DE. A taxa de variacdo relativa entre duas grandezas (neste caso,

distancia percorrida e tempo) quando as respectivas grandezas sdo tomadas
arbitrariamente proximas € o conceito de derivada conforme estudado por Newton. No caso

anterior, Newton estabeleceu que V(t) = (;_? (2).

- . ds - . AS
Onde, nesta ultima expresséo, Esubstltm a razéo Equando tanto S quanto

t sdo tomados proximos um do outro tanto quanto se queira. Note que o simbolo de
aproximacao L na expressao do quociente € substituido por uma igualdade.

Mais formalmente, se f :(a,b) - Ré funcdo continua definida no intervalo

aberto (a, b) no qual a<b entéo definimos % = I'Em0 Fix+ hk)1 — (¥
X -

desde que o limite do

lado direito exista®.

Equacbes como (1), que relacionam uma fungdo (naquele exemplo, V=V(t))
com a derivada de outra funcdo (naquele exemplo, S=S(t)) sdo chamadas de equagdes
diferenciais. A ordem de uma equacéo diferencial € o grau da mais alta derivada envolvida

na equacdo. Vejamos alguns exemplos:

d - . -
a - —h\/y (equacao de Torricelli mede como o nivel y(t) de um reservatorio

dt
varia conforme o tempo se 0 mesmo perde agua a uma taxa de vazado h exclusivamente
sob a acdo da gravidade).

b) ?j—-:- =—k(T —T,) (Lei do resfriamento de Newton mede como a temperatura

T(t) de um corpo varia com o decorrer do tempo se 0 mesmo esta resfriando em um
ambiente de temperatura constante igual a T, e a condutividade térmica do material é igual
a k>0).

d*x _dx :
e + ca + kx = F (t) (Movimento massa-mola mede como a deformacéo

x(t) de uma mola com constante de Hooke igual a k varia quando ela é ligada a uma massa

c)m

m e é sujeita a um amortecimento cuja constante é ¢ e a uma forca que varia ao longo do

tempo segundo a funcéo F(t)).

® Nos cursos universitarios de célculo tal conceito, suas propriedades e aplicacbes sdo estudadas
com muito mais detalhamento.
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As duas primeira equagdes sdo de 12 ordem (apenas uma derivada, assim

como a do exemplo (1) ) e a ultima de 22 ordem. Se substituirmos as apari¢cdes da

: A . o : d
derivada por poténcias de uma varidvel ficticia z (ou seja, y=2z9, d_i/: z9,
d’y _ _o : L . :

? =z ,..) e considerarmos a variavel t como constante numa equacao diferencial e o

resultado for um polindmio na variavel z, entdo diremos que a equagéo € linear, nos
demais casos, a equacdo é chamada de nao linear. Em uma equacéo linear, se o termo
independente do polinbmio for constante entdo a equacéo é dita linear e homogénea. Nos
exemplos anteriores:

a) dy_ -hyy. Faca y=2z? e dy_ 2% obtendo z® —hy/z® =0de forma

dt dt

gue a equacao nao ¢ linear . Note que ndo ha termo independente de z logo a equacao é
homogénea.
dT _
P

que € a equagdo de um polindmio em z. O termo independente de z é —KT, que s6 é nulo

b) k(T -T,). FacaT =2z e Otlj_-[ =2z% obtendo z% +kz® -kT, =0

se T,=0, portanto, exceto neste caso, a equacéo € linear e também homogénea

d?x  dx
+c— +kx=F(t).
dt? dt ®

c)m

2
dx _ o) d™x _ o)

it e obteremos

Fazendo x=2z9,

7

mz® +cz® +kz® - F(t) =0. O termo independente de z é —F(t) que s6 é nulo se o

sistema massa-mola néo sofrer influéncia externa (por exemplo, uma massa ligada a uma
mola sob acdo da gravidade, mas sem atrito). Neste caso, a equacdo é linear e
homogénea . Se o sistema sofrer acdo externa, a equacgao sera linear e ndo homogénea .

A importancia destes conceitos reside no fato de que somente existem
técnicas que resolvem analiticamente uma equacdo diferencial se a equacédo for linear,
homogénea e de baixa ordem. Em quaisquer outros casos (por exemplo, mesmo na
equacdo de Torricelli) ou precisamos lancar mado de alguma mudanca de variaveis ou
técnica avancada de solucdo por funcdes especiais (0 que também funciona apenas em
grupos restritos de equacdes diferenciais) ou entdo devemos lancar mdo de alguma
técnica ou método numérico  de solucgéo.

Para exemplificar o que entendemos por solucdo de uma equacao diferencial

e guais as técnicas numeéricas envolvidas na obtencdo de solugdes aproximadas vamos
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resolver detalhadamente duas equacdes diferenciais classicas: A equagédo do decaimento
exponencial (presente em processos radioativos) e a equacdo pendular (presente em

processos periddicos ou oscilatorios).

2.1.2 Resolvendo Equacgdes Diferenciais

Voltando ao exemplo do movimento do movel: A equacado (1) fornece uma
maneira de, dada a funcdo V(t) que representa como o corpo muda a velocidade ao longo
do tempo, encontrar a equacdo de como sua distancia ao ponto S muda. Vejamos o0s
casos:

Caso 1, Velocidade constante: Este caso equivale a fazer V(t)=V, e ja

sabemos que a solucdo é S=S +V t. Se, no entanto ndo soubéssemos disto

poderiamos fazer: V(t) :(:I—tsj S(t) = [V ()dt = [Vodt =Vt + K, onde utilizamos o teorema

fundamental do célculo para passar da derivada para a integral.

Integrais sédo, de modo geral, inversas das derivadas onde o termo “de modo
geral” foi utilizado por que quando uma funcdo possui inversa ela (a inversa) é Unica o que
ndo é o caso da integral. Fungfes diferentes podem ter a mesma integral, porém sabemos
que, neste caso, elas diferem (as integrais) uma da outra por um valor constante e
indeterminado (o termo K da equacdo acima presente em todas as integrais primitivas
dadas no apéndice).

O que ocorreu neste exemplo foi absolutamente geral — ocorrem em todas as
equacdes diferenciais — a solugcdo é dada por uma funcdo e ndo por um numero (o que é
natural, pois estamos calculando como a distancia S varia ao longo do tempo) e esta
funcdo possui um termo indeterminado que somente € conhecido com base no estudo do

problema original. Neste caso, no tempo t=0 sabemos que S(0)=S, Substituindo este

conhecimento na equagdo S(t) =V,t+K teremos S, =S(0) =V, x0+K =K =S, o que
conclui no resultado que conheciamos S=S; +Vt.

Caso 2, Velocidade variando de forma constante: Equivale a fazer V =V, +at.
Substituindo na expressao da solugao s(t) :JV0 +at dt:v0t+at22+ K e fazendo S(0)=S,

2
COmo no caso anterior obteremos o resultado conhecido S=S; +V,t + aE .

50



CARVALHO FILHO, Ormiro Joaquim de. MODELOS MATEMATICOS PARA DISPERSAO DE POLUENTES:
Aplicacéo ao Estudo da Bacia Hidrogréafica Subterranea do Aquifero Boa Viagem.

Caso Geral: Note que, uma vez de posse da expressao integral da solucao,

neste caso, S(t) = J'V (t)dt podemos calcular a solugdo qualquer que seja a expressédo de

V(t). Por exemplo, se V(t) =V, +at+ bt? (um caso no qual a prépria aceleracao varia e que
ndo € estudado no ensino pré-universitario) encontrariamos a expressao

2 3
S(t) = I V, +at+bt* dt =Vt + a% + b% +Ke wusando a condigdo inicial  S(0)=Sg

2 3
obteriamos a solugéo geral S(t) =S, +V,t + a% + b% .

Observe que podemos repetir este procedimento qualguer que seja a

expressao de V(t) desde que saibamos calcular a integral J-V(t)dt.

Mesmo quando a solucdo nao é tabelada (ou mesmo conhecida) podemos
sempre encontrar uma aproximacdo numérica da solucdo, mediante técnicas huméricas
de integracgédo, tais como a técnica de Simpson, por exemplo.

Os casos nos quais sabemos encontrar uma “férmula” para solu¢do (mediante
técnicas matematicas avancadas ou mediante funcdes tabeladas) sdo chamados de casos
analiticos e, infelizmente, € a minoria na préatica. Os casos nao-analiticos sédo resolvidos
de forma aproximada por método numérico. Antes de descrever as técnicas numéricas
mais simples para resolugédo de equagOes diferenciais (nas quais sabemos ou ndo uma
expressao integral) vejamos mais dois casos interessantes que ilustram outros aspectos

das equacdes diferenciais:

2.1.3 Equacéo do Decaimento Radioativo

Sabemos da fisica de particulas que, decorrido o chamado tempo-de-meia-
vida de um is6topo radioativo, sua massa ativa cai a metade. Assim, a massa ativa em um
dado instante € proporcional a massa ativa no instante imediatamente anterior, o que é

dM (1)
dt

descrito pela chamada lei de decaimento =AM (t) (2).

Nao podemos repetir o procedimento que usamos no caso do veiculo em

movimento, pois a expressdo resultante seria M(t)=/]jM(t) dte a funcdo M(t) que

gueremos calcular encontra-se de forma insolavel tanto no lado esquerdo quanto no lado

direito da igualdade.
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Casos como este sdo bem comuns, mesmo entre os casos analiticos.
Observe, no entanto, que a equagdo é linear e homogénea e, nos cursos de calculo

avancado, mostra-se que, se a equacao linear e de primeira ordem for escrita como®

dy _
o TPy =Q() (2)
Y(%) = Yo
Entdo sua solucéo’ é dada pela expresséo

y(x) = exp(— JX' P(t)dt}{f[Q(t)epr P(s)dsﬂdt + yo} (3)

Xo

Por mais complexa que possa parecer a expressao (3) permite uma vez
conhecida a expressao de P(x) e Q(x) calcular a expressédo de y(x). As integrais (definidas)
gue aparecem nesta expressdo sdo particularmente Uteis, pois permitem um facil calculo
numeérico por ferramentas tais como o Scilab. O caso do decaimento radioativo, porém, é

simples o suficiente para efetuarmos as integracdes envolvidas na expressao (3). Vejamos:

dy _ dm
& * Py =Q(x) equivale para o decaimento radioativo, a < gt AM onde a variavel
y(X%) = Yo M(t,) =M,
X é substituida pela variavel t, a funcéo y pela funcdo M(t) e My € a massa inicial do isétopo
radioativo. Comparando as expressoes, conclui-se ainda que PO) =P = A. Substituindo
Q(x) =Q(t) =0

agora na expressao (3)

M(t)=exp{j—)ld{} j Oxexp{j—ldsJ dt+M,} = exp- At —t,) M, } = M, expA(t, 1))

fo fo Xo

assim:
M (t) = My exp{(t, —1))
onde o fato de Q(t) =0 anulou a integral entre os { } e, ha primeira integral, a variavel t foi
substituida por ¢ para ndo confundir-se com a variavel tempo (t).
O Scilab possui a expresséo (3) (3implementada como o método interno ode

(um pequeno manual do Scilab é dado no apéndice). O cbédigo no Scilab que calcula a

® Esta forma é chamada de forma geral do problema de valor inicial (PVI) para equacdes lineares de
12 ordem (homogéneas ou nédo)

" Nos cursos de céalculo avancado, é estudado o chamado Teorema da Existéncia e Unicidade o qual
garante que, em condicBes muito gerais, s6 had uma solucdo de uma dada EDO satisfazendo as
condic¢bes iniciais, ou seja, se encontrarmos, por alguma técnica qualquer, uma solugdo, pode ter
certeza de que ndo ha outras a procurar.
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dy -
expresséo (3) (3a partir da equag&o diferencial dada pela expresséo g, +P(X)y=Q(%) (2)

segue como exemplo:

Y(%) = Yo

function [ydot]=PVI_linear_1aOrdem(x,y)
ydot=funcaoQ(x)-y.*funcaoP(x);
endfunction;

function [sol]=Solucao_PVI(x0,y0,x,npontos)
pontos

sol=ode(y0,x0,PontosX,PVI_linear_1aOrdem)
endfunction;

//Solucao do PVI com condicao inicial y(x0)=y(0) de x0 a x calculada em n

Cddigo do Scilab para calculo da expresséao (4) dados os codigos das funcdes P(x) e Q(x)

Para verificar a precisdo das aproximagdes numéricas envolvidas, fagamos My

=1, A=01, t=0 e t = 5 na solucdo exata M (t) =M, ,expA(t,—t)) e na solucéo

aproximada pelo Scilab com o método ode. O codigo completo da expresséo, neste caso,

é:

x =5; /laqui x faz o papel da variavel t
lambda = 0.01;

X0 = 10; //xo=Mo no decaimento exponencial
x =5; //aqui x faz o papel da variavel t
npontos=10;

function [valor]=funcaoP(x)
valor=-lambda;
endfunction;

function [valor]=funcaoQ(x)
valor=0;
endfunction;

function [ydot]=PVI_linear_1aOrdem(x,y)
ydot=funcaoQ(x)-y.*funcaoP(x);
endfunction;

function [sol]=Solucao_PVI(x0,y0,x,npontos)

//Solucao do PVI com condicao inicial y(x0)=y(0) de x0 a x calculada em n

pontos

PontosX=linspace(x0,x,npontos);
sol=0de(y0,x0,PontosX,PVI_linear_laOrdem)
endfunction;
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E, realizando os calculos e visualizando (usando a funcao plot do scilab) as duas

solucoes:

Gréfico 1: A linha continua indica o valor exato da solugcdo. Os pontos marcados foram as

aproximacdes calculadas pelo Scilab. O erro entre ambas, no pior caso, foi menor que 10™ %.

2.1.4 Movimento Oscilatério

Fenbmenos oscilatorios estdo associados as solugdes da chamada equacéo

d2
Y=y (5)
X

pendular

Equacbes como a equacao pendular faz parte de uma classe mais ampla de
equacdes diferenciais chamadas de equacdes diferenciais lineares de 22 ordem cuja

formulacéo geral é

d%y dy _

o + p(x) dx+ a(x)y = f(x)
Y(X) = Yo 4)
Y' (X)) =Y

Quando f(x) é identicamente nulo chamamos a equacdo de homogénea e
quando p(X) = p e q(x) = g (p e q constantes) chamamos de equacao linear a coeficientes
constantes. Note que o problema de valor inicial, neste caso, precisa de duas condi¢cdes
iniciais (uma sobre o valor inicial da funcdo e outra sobre o valor inicial de sua derivada
simbolizada pela notacéo % =vy'(X))

Existe toda uma teoria especifica ao caso de equacgles lineares a

coeficientes constantes (homogéneas ou ndo em qualquer ordem), mas ndo ha como no
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caso 12 ordem, uma férmula analitica para o caso geral. Um método comumente utilizado

para aproveitar parte da teoria do caso de 12 ordem é fazer a adicdo de uma nova variavel

d , x
Z= d_y que permite escrever a equacao
X

Y 4 00V 4 gy = 1)
dx dx

Y(X) = Yo

yl(xo) =YY

(4)

como o sistema de equagdes de primeira ordem:

dx
(5)
j—z+ p()z= () - ()Y
X

A custa do aumento do nimero de variaveis. Observe que podemos reescrever
(5) na notacgdao vetorial como

@ _ AXZ+F(x) onde z:(zi(x)]:(y(x)j, A(x):( 0 1 )e F(x)=( 0 ]
dx zZ,(X) 2(x) -q(x) - px f(x)

L _[ Yo
e as condigdes iniciais sdo Z(X,) =| ~,
0
O que pode, facilmente, ser estendido para qualquer nimero de variaveis.
Ainda que ndo haja uma férmula especifica para resolver equacgbes
diferenciais lineares ou ndo de 22 ordem, no caso especifico da equacdo. A solucado
analitica é conhecida e igual a:

C, expl/(Ax) +C, exp/(Ax), seA >0

y(X) = C,+C,x, seA=0
C,cos|/(|]A]|x) +C,siny/(|A]|x), sed<O0
Onde:

o = 2Yo'NA% + Ay, expRyAx,)
. " Aexpl/A%,) + expBy/Ax,)) o150
o = Yo(@XPRAX,)) =25 A% expl/Ax,)
? 1+ A exp(Zm )

seld =0

{Cl = Yo~ %Yo
C, =Y,
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o = 2% Yo'sinG/IA1%) = VoI Alcos/(1 A1 %)
' VIA1(sin(A | %,) +cos(iA | %))
o = 2% Yo'cosgflIA1%) + Yo AIsiny/( 41 %)
i JIAI(sin(1A | %) +cos( | %))

sed <0

As constantes no Scilab, a mesma func¢do ode pode aproximar nhumericamente
a solucdo quando a equacdo diferencial é escrita na forma vetorial. Os exemplos que

seguem, verificam a precisdo da aproximacdo nos seguintes casos: A =-1,4=0eA =1
com as condigBes iniciais X, =0,Y, =0, y,'’=1. O script do Scilab para cada caso é

apresentado abaixo bem como o gréfico da solucdo encontrada versus a solugéo real.

//CODIGO PARA CALCULO DA SOLUCAO DO PVI DE 22 ORDEM

lambda = -1;
X0 =0;
yo =0;
yl=1;

x =5; /laqui x faz o papel da variavel t
npontos=100;

function [valor]=funcaop(x)
valor=0;
endfunction;

function [valor]=funcaoq(x)
valor=-lambda;
endfunction;

function [valor]=funcaof(x)
valor=0;
endfunction;

function [valor]=funcaoF(x)
valor=[0;funcaof(x)];
endfunction;

function [valor]=funcaoA(x)
valor=[0,1;-funcaoq(x),-funcaop(x)];
endfunction

function [ydot]=PVI_linear_2aOrdem(x,Z)
ydot=funcaoA(x)*Z+funcaoF(x);
endfunction;

function [PontosX,sol]=Solucao_Aproximada_PVI()
//Solucao do PVI com condigao inicial y(x0)=y(0), y'(x0)=y1 de x0 a x calculada
em n pontos
PontosX=linspace(x0,x,npontos);
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Yo=[yO;y1];
sol=o0de(Yo0,x0,PontosX,PVI_linear_2aOrdem)
endfunction;

function [PontosX,sol]=Solucao_Exata_PVI()
PontosX=linspace(x0,x,npontos);
if lambda<0 then
A=zeros(2,2);
A(1,1)=cos(sqgrt(-lambda)*x0);
A(1,2)=sin(sqrt(-lambda)*x0);
A(2,1)=-sgrt(-lambda)*sin(sqrt(-lambda)*x0);
A(2,2)=sqrt(-lambda)*cos(sqgrt(-lambda)*x0);;
CC=inv(A)*[y0;yl]; C1=CC(1);C2=CC(2);
sol=C1*cos(sgrt(-lambda)*PontosX)+C2*sin(sqrt(-lambda)*PontosX);
elseif lambda>0 then
A=zeros(2,2);
A(1,1)=exp(sqrt(lambda)*x0);
A(1,2)=exp(-sgrt(lambda)*x0);
A(2,1)=sqrt(lambda)*exp(sqgrt(lambda)*x0);
A(2,2)=-sgrt(lambda)*exp(-sqrt(lambda)*x0);
CC=inv(A)*[y0;yl]; C1=CC(1);C2=CC(2);
sol=C1*exp(sqgrt(lambda)*PontosX)+C2*exp(-sqrt(lambda)*PontosX);
else

A=zeros(2,2);
A(1,1)=1,;
A(1,2)=x0;
A(2,1)=0;
A(2,2)=1,
CC=inv(A)*[y0;yl]; C1=CC(1);C2=CC(2);
sol=C1+C2*PontosX;
end;
endfunction
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Grafico 2: A linha continua indica o valor exato da solugdo do PVI de 22 Ordem. Para A =-1

(esquerda), A =0 (centro) e A =1 (direita). Os pontos marcados foram as aproximagdes

calculadas pelo Scilab. O erro entre ambas, no pior caso, foi menor que 107 %.
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2.2 METODOS NUMERICOS PARA EQUACOES DIFERENCIAIS

Vimos que, em geral, ndo podemos resolver analiticamente mesmo as equacfes
diferenciais mais simples ou, quando podemos obter tais solucdes, em termos de preciséo,
isto ndo nos fornece resultados muito melhores que as técnicas de aproximacao numerica.

Nesta secédo, estudaremos a teoria geral dos métodos de aproximacao utilizados, por
exemplo, pelo Scilab para solugcdo numérica de equacbes diferenciais. Tal teoria sera
utilizada nesta dissertacdo para aproximacdo das solu¢bes da equacdo de dispersao de
poluentes em meios liquidos.

A teoria aqui discutida se refere especificamente a Problemas de Valor Inicial da

dy _ dy _
forma 4~ f(xy) (6) (por exemplo, com relacdo ao problema linear &Jr P(X)y =Q(X)
y(%) = Yo y(%) = Yo

escreveriamos f(X,y) =Q(x)—P(X)y) mas pode ser faciimente generalizada para o caso

geral de equacbes de mais alta ordem pelo método discutido na secdo Movimento

Oscilatorio, i.e., mediante a introducao de variaveis auxiliares.

2.2.1 Métodos de Euler

E a classe mais simples dentre os métodos numéricos de aproximacdo de

solucbes de equacbes diferenciais. Baseiam-se em substituir a derivada

dy _ o YO+~ y(9)
dx h-o h

valor de passo (h) pequeno. Ou seja, comecando de Y(X,) =Y,calculamos

pelo quociente do lado direito da equacdo anterior para algum

y(x)=y(x,+h) =y, + hj— =X, +hf(X,,Y,). Repetindo o processo, calculamos, a partir
X

d ) :
de y(x) =V, Y(%)=y0q+h)=y(x)+ hd—z =y(x) +hf(x,y;). O processo é repetido

calculando o valor da fungdo solugdo y(X) para os pontos X;, %, %, :+,X,onde X; =X, + jh
mediante a seguinte equacéo de recorréncia: Y(X;,;) = Y(X; +h) = y(x;) +hf(x;,y;)
Mesmo para valores de h pequenos, tal técnica tende a acumular um erro da

ordem de h® o que significa que se dobrarmos o valor de h (menos pontos a serem
calculados) multiplicaremos por 4 o erro acumulado. Tal comportamento € chamado de

instabilidade numérica da solucéo.
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Métodos como o anterior nos quais a equacao de recorréncia so utiliza pontos

conhecidos (neste caso, os valores de X; e y;) no lado direito da equacdo de recorréncia

sdo conhecidos como Métodos Explicitos . Métodos explicitos tendem a ser mais
sensiveis a problemas de estabilidade e propagacdo de erros do que 0s métodos
implicitos.

O método implicito de Euler consiste em substituir a equacdo de recorréncia
original por y;,, =Y +hf (X;.., ¥;.1) -

Note que o valor desconhecido Y,,, aparece em ambos os lados da equagao o

que fornece um sistema de equacdes na incognita  y;,; cuja solugdo € valor de y no

ponto desejado. Ainda que o método implicito também apresente erro da ordem de hele
€, ao contrario do método explicito, estavel, ou seja, erros de precisdo ou arredondamento
nao se propagam ao longo dos calculos.

O cédigo Scilab relativo ao método explicito de Euler e simulacbes que ilustram

deficiéncias de tal método segue abaixo:

//ICODIGO DO METODO EXPLICITO DE EULER
x0=0;

yo=1;

h=0.5;

npontos=8;

function [z]=funcaoF(X,y)
/IModifique aqui para diferentes equacdes diferenciais
z=-2*x"3+12*x"2-20*x+8.5;

endfunction

function [PontosX,sol]=Euler_Explicito()
sol=zeros(1,npontos+1);
PontosX=h*(0:npontos);
sol(1)=y0;
for i=2:(npontos+1),

sol(i)=sol(i-1)+funcaoF(PontosX(i),sol(i-1));

end;

endfunction;

function [PontosX,sol]=Valor_Scilab()
PontosX=h*(0:npontos);
sol=ode(y0,x0,PontosX,funcaoF);

endfunction;

scf();

[pxa,sola]= Euler_Explicito();

[pxe,sole]= Valor_Scilab();

plot(pxe,sole,'b"); //solucdo exata

plot(pxa,sola,'r'); //solugéo aproximada

59



CARVALHO FILHO, Ormiro Joaquim de. MODELOS MATEMATICOS PARA DISPERSAO DE POLUENTES:
Aplicacéo ao Estudo da Bacia Hidrogréafica Subterranea do Aquifero Boa Viagem.

Gréafico 3: Em azul, solugdo exata® do PVI 3—2—2X3+12X2—20X+ 85 com y(0)=1. Em
X

vermelho, valor calculado para h=05. Em preto, valor calculado para h= 025. Observe que
diminuir o passo ndo implica necessariamente em melhoria na precisao da solucéo.

2.2.2 Métodos de Runge-Kutta

Os métodos mais comuns de aproximacdo numeérica das solucdes de
equacodes diferenciais seguem a seguinte formulacao geral

yj+1 :yj +hz h kI
=1

S

kl = f(xj +C|h’ yj +Za|,mkm]
m=1

O valor de sé dito ordem do método® e a tabela

b|lay, a, - agllq
b| @y 8, - 85||C

(6)

(7)
bs as,l as,s as,s Cs
Cujos valores das entradas determinam os diferentes métodos, € chamada de
matriz de Butcher.

® Na verdade, solucéo calculada pelo Scilab. A solucéo exata difere desta em menos de 107°06.
° N&o confundir com a ordem da equacdo diferencial que, nesta formulacado, é sempre igual a 1 (um).
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b|la, a, - agl[g
bl|a: &, - 8(|C

Métodos baseados em (7) e b8 &s = &) (G @) séo
chamados de Métodos de Runge-Kutta e incluem métodos como os de Euler (implicito e
explicito) como subcasos. Vejamos 0s mais comuns:
» Método de Euler Explicito
De primeira ordem (s =1) com matriz de Butcher{1 {0 {1}
» Método de Euler Implicito
De primeira ordem (s =1) com matriz de Butcher{1 }{1 }{1}
» Método de Runge-Kutta Explicito de 32 Ordem
/610 0 0]O0
De terceira ordem (s = 3) com matriz de Butcher <2/3:¢1/2 0 03<1/2
1/6||-1 2 0]| 1
» Método de Runge-Kutta Explicito de 42 Ordem

De quarta ordem (s =4) com matriz de Butcher

160 0 0 00
y3||y2 o o o||y2
y3(l o 12 o of|y2
ye|]lo o0 1 0|1

o O

E também chamado de método classico e escrito geralmente da forma
padréo:

h
yi+1:yi+g(k1+2k2+2k3+k4)
k= f(%,¥)

h h
k, =f| x+—,y +—

2 (x > Y Zhj

h h
k,=f| x +—,y +—k
3 (XI 2y| 5 zj

k= f(x +h,y, +hk)

Sendo o método implementado pelo Scilab na func&o ode ™.

1 Na verdade, a funcdo ode no Scilab utiliza o0 método implicito de Runge Kutta de ordem 4 com
passo adaptativo que € o método mais preciso e com menor instabilidade numérica no caso geral.
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Note que, em todos os métodos explicitos, temos a matriz central na matriz de
Butcher triangular inferior. Métodos baseados em tabelas cuja matriz central ndo seja
triangular inferior sdo geralmente chamados de métodos de Lobato ou métodos de
Runge-Kutta implicitos. Um exemplo é o método de Euler implicito (também conhecido

como método Euler reverso). Para problemas nos qual a fungdo f(X,y) da equacdo

diferencial sdo continuas e suaves o0 mais comum é o chamado método de Lobato IIIA cuja
matriz de Butcher é dada por:
16| O 0 0 0
2/3::5/24 13 -1/24}:1/2
16| Y6 2/3 16 1
Vale ressaltar que, em todos os métodos anteriores, o passo h é fixo. Existe
uma classe de métodos numéricos chamada de métodos de Predicdo e Correcdo que
modificam o passo h em cada iteragcdo tornando-o maior em regibes de pouca
instabilidade numérica e menor em regiées nas quais as instabilidades exijam maior
precisdo e menor margem de erro. Tais técnicas ndo serdo discutidas aqui, mas seguem a
mesma linha geral.
Segue codigo Scilab para o método explicito de Runge-Kutta de 42 ordem e

simulacdes ilustrando sua preciséo.

x0=0;
y0=1;
h=0.5;

npontos=8;

function [z]=funcaoF(Xx,y)
/IModifique aqui para diferentes equacdes diferenciais
Z2=-2*x"3+12*x"2-20*x+8.5;

endfunction

function [PontosX,sol]=RK4()
sol=zeros(1,npontos+1);
PontosX=h*(0:npontos);
sol(1)=y0;
for i=2:(npontos+1),
k1=funcaoF(PontosX(i-1),sol(i-1));
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k2=funcaoF(PontosX(i-1)+h/2,sol(i-1)+h*k1/2);
k3=funcaoF(PontosX(i-1)+h/2,sol(i-1)+h*k2/2);
k4=funcaoF(PontosX(i-1)+h,sol(i-1)+k3*h);
sol(i)=sol(i-1)+(1/6)*(k1+2*k2+2*k3+k4)*h;
end;
endfunction;
function [PontosX,sol]=Valor_Scilab()
PontosX=h*(0:npontos);
sol=ode(y0,x0,PontosX,funcaoF);
endfunction;
scf();
[pxa,sola]= RK4();
[pxe,sole]= Valor_Scilab();
plot(pxe,sole,'b"); //solucdo exata
plot(pxa,sola,'r'); //solugdo aproximada

plot(pxa,sola,'rd’);

50

Gréfico 4: Em azul, solugdo exata do PVI ?:—2X3+12X2—20X+ 85 com y(0)=1. Em
X

vermelho, valor calculado para h=05 com o método explicito de Runge-Kutta de 42 Ordem. Em

preto, valor calculado para h= 025. Observe praticamente ndo ha diferenca entre os valores

calculados e exatos (erro menor que 107°%).
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2.3 Equacdes Diferenciais Parciais

As equacdes que vimos até agora foram todas em uma varidvel, ou seja, a solucéo

era sempre da forma y = F(X). Isto ocorria, pois as derivadas eram consideradas apenas

naquela variavel, por exemplo,

g—i - f(xy) N =Y 4 po X aray = 10
y(%) = Yo yy,g"; o

S&o PVI's nos quais a funcdo y=Yy(x) é derivada na variavel x, na primeira
equacao, uma vez e na segunda equacado duas vezes.

Problemas préticos, entretanto, geralmente possuem uma quantidade muito maior de
varidveis, na tematica deste trabalho, por exemplo, queremos entender como a
concentracao (funcdo) de um poluente se comporta ao longo do tempo (uma variavel) em
cada ponto de uma dada regido do espaco (mais trés varidveis espaciais), ou seja,
manipularemos equacdes envolvendo funcdes em, pelo menos, 4 variaveis.

Outra diferenca é que um problema envolvendo uma variavel apenas tinha seu
comportamento determinado de forma Unica (teorema da existéncia e unicidade), sob

hipéteses bem simples, pelas condi¢cdes iniciais, mais especificamente, se

vy = f(xy, Y,y y") é uma equacdo diferencial de ordem n (neste caso

d* N : . : ~ ~
y"‘) Ed—z significa que diferenciamos repetidamente a funcéo vy, k vezes') entdo todo
X

seu comportamento depende das condi¢fes iniciais das varidveis no lado direito da

equagéo, ou seja, depende dos valores de X,,Y, = Y(X),¥; = ¥Y' (X)), ¥y = Y" (X )
sendo, por esta razdo, chamados de Problemas de Valor Inicial ou PVI.

Em equacBes envolvendo mais variaveis, contudo, isto em geral ndo é verdade, por
exemplo, o comportamento da concentracdo de um poluente ao longo do tempo depende
do valor desta concentracdo em toda regido — e ndo apenas em alguns pontos - no tempo
inicial e também de como, ao longo do tempo, o poluente é removido ou reinserido na
regido. Tais problemas sdo chamados de Problemas de Valores de Contorno, conforme

veremos adiante.

" Nao confundir com y* = yxyx...xy
_

k vezes
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Quando as equacbes diferenciais envolvem apenas uma varidvel , elas séo
denominadas Equactes Diferenciais Ordinarias  ou simplesmente EDO’s. Os problemas
tratados anteriormente s&o todos exemplos desta categoria. Quando existem diversas
variaveis envolvidas, mas apenas uma delas é utlizada para derivagdo também
denominamos a equacéo de ordinaria.

Equacbes que envolvem derivacbes em mais de uma varidvel sdo chamadas de
Equacbes Diferenciais Parciais ou EDP’s e seu tratamento, analitico ou numérico, € bem

mais complexo que o caso ordinario.

2.3.1 Tipos de EDP’s

Para simplificar a teoria relativa & EDP’s, € comum dividi-las em categorias.
Cada categoria € trabalhada, do ponto de vista analitico ou numérico, por técnicas
especificas as quais, ndo raro, ndo funcionam em EDP’s das demais categorias, por
exemplo, uma técnica numérica para uma EDP parabdlica tera, em geral, muito pouca
aplicacdo em uma EDP hiperbdlica. Também, cada categoria possui um problema padréo
(em geral simples) cujo comportamento se repete para os demais membros da mesma
categoria de forma que este problema padréo é usado geralmente como exemplo de casos

mais complexos de uma mesma categoria.

2.3.2 Definicado dos Tipos de Equacbes Diferenciais Parciais de
22 Ordem

Uma vez que para cada ordem de EDP’s temos diferentes categorias e que
este trabalho refere-se especificamente a EDP’s de 22 ordem, consideraremos doravante
apenas EDP’s desta ordem.

Inicialmente, consideraremos apenas uma variavel espacial (x) e uma variavel
temporal (t) ou duas varidveis espaciais (Xey) e nenhuma variavel temporal. Nestes

termos, uma equacao diferencial parcial de 22 ordem  é uma equacao do tipo:

2 2 2
aL2’+|3au+ al2J+D@+Ea—u+Fu+G:O onde u=u(xt),
oX oxot ot oX ot

A= A(xt), B=B(xt),---,G=G(x,t) sao funcbes continuas e com todas as derivadas

parciais continuas até 22 ordem (chamamos de classe C?) em uma regido
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X O R*simplesmente conexa®. No caso de duas varidveis espaciais reescrevemos a

2 2 2
0 l:.,.Ba u +Ca l;I+D@+E@+FU+G:0 e u=u(xy),
ox oxay oy ox oy

A=AXY), B=B(XY), -, G=G(X,Y).

equacdo anterior como A

af(x,y)zl. f(x+hy)-f(xy)
Conforme a notacdo padrao, ox Ih(TOl h - OuU seja, a
ofxy) _p.... fxy+h-f(xy)
y M h

derivada com relacdo a uma dada variavel € definida considerando as demais variaveis
como constantes. As regras usuais de derivacdo continuam valendo, com as devidas
adaptacdes, a este caso. Definicbes andlogas ao caso de uma variavel valem para
derivadas de mais alta ordem.

O discriminante de uma EDP deste tipo ¢é a funcéo
A:(A(x,t) ou A(X, y))= B®-4ACque pode assumir diferentes valores conforme

variamos x,ye t.

Se, em toda regido X O R? tivermos A < 0a equacéo diferencial é chamada

de Eliptica. O problema padrdo para equacgfes elipticas € a equacdo do potencial ou

equacdo de Poisson no plano (duas variaveis espaciais e independentes do tempo)

2 2
o T =FOy)
A=C=1eB=0>
A=0%-4x1x1=-4<0
Equacbes elipticas geralmente estdo associadas a problemas estacionarios
(ou seja, que ndo variam no tempo) como, por exemplo, a distribuicdo ponto a ponto de

tensdes em uma viga que suporta uma carga fixa.
No caso de, em toda regido X 0 R?o valor de A =0, diremos que a equacéo

diferencial € Parabdlica . O problema padrdo para equacgfes parabdlicas € a equacgédo da
difusdo ou equacgédo do calor no plano (uma variavel espacial e a solugéo variam ao longo

do tempo)

2 Chamamos uma regido de simplesmente conexa se 1) Dois pontos quaisquer da regido podem ser
conectados por uma curva continua contida na regido; 2) Qualquer curva fechada simples contida na
regido possui seu interior também contido na regido. A grosso modo, uma regido € simplesmente
conexa quando for composta de um Unico “pedaco” e sem “buracos” em seu interior.
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ot ox>
A=a’,B=C=0=
A=0°-4xa’x0=0

Equacbes parabdlicas geralmente estdo associadas a problemas néo-

+F(x1)

estaciondrios como, por exemplo, a propagagcdo de calor em uma barra de metal (se
aguecermos uma barra de metal, em cada ponto a temperatura vai variar ao longo do
tempo) ou a difusdo de poluentes em um rio (uma dada quantidade de poluente vai se
dispersar de forma que sua concentracdo, em cada ponto do rio, serd variavel em funcao
do tempo). O termo & = a’é uma constante positiva chamada de difusividade e mede a

velocidade da mudancga da solugdo u(Xx,t) ao longo do tempo, por exemplo, no problema

da disperséo de poluentes em meios liquidos, valores elevados de ¢ indicam que o
poluente rapidamente se dispersa enquanto que valores pequenos de @ indicam
poluentes pouco solluveis e, portanto, com dispersdo mais lenta.

Finalmente, quando A > 0a equacao é dita hiperbdlica . O problema padrao

hiperbdlico é a equacgéo de D’Alembert ou equacgéo da propagacao de onda

0°u 1 9%
== i F(xt
ox> c¢? ot? (%)
A=1B=0eC=-—
c
A202—4X1><(—i2j:i2>0
c c

Equacdes cujo sinal de Avarie ao longo da regido X sdo ditas mistas e sao
estudadas, geralmente, subdividindo a regido para estudar cada tipo separadamente.
Neste trabalho, a equacdo modelo de difusdo de poluente em trés dimensdes
espaciais € a equacao:
%—Ct: = —div(— aDC) + div@C)+ oC+F(X,t) onde C=C(Xt)eXx=(xY,2).
Os operadores diferenciais divergentes e gradiente sédo definidos, respectivamente por
0G, + 0G, + 0G,

dv(G(x.0) =2+
onde G(%t) = (G,(%1),G, (%,1),G, (% 1)) &
D(H(x,t»{%—j,%—cg—jj

um campo vetorial e H(X,t)é funcdo com valores reais ambas definidas em algum

dominio simplesmente conexo X O R*.
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Considerando o caso de uma variavel espacial apenas, teremos:

2
a—C:aa CZ: +V6—C+C(a—v+aj+ F(X,1)
ot ox ox ox

A=a,B=C=0= A =0 (equacgéoparabdlicd

Por esta razdo, nosso estudo sera limitado as propriedades relativas as

equacdes parabdlicas.

2.3.3 Diferencas Finitas na Resolucéo de Equacdes D iferenciais
Parciais

Para entender o método, vamos aplica-lo a uma equacado mais simples, a citar,

ou . d°u
a equacao E B kﬁ, que é a equacdo (parcial, parabdlica de 2% ordem) de conducado do

calor (assumiremos que k >0).

Inicialmente, fixemos uma grade de pontos a serem calculados em X, digamos
Xy Xpseoos X Xy - OS poNtos X, e X ., sdo os extremos do intervalo. Por exemplo, se
dividirmos o intervalo [010] em 6 pontos, suas coordenadas serdo:
X =0,X, =2, X, =4,X =6,X, =8 X, =10 o valor de m sera entdo 4 significando que
teremos dois pontos de borda (X, =0e X, =10) e 4 pontos intermediarios.

Para cada um dos pontos intermediérios, queremos acompanhar a evolugéo da
temperatura ao longo do tempo em duas situagoes:

1. (condi¢des de fronteira ou Condi¢cfes de Dirichlet) Se a temperatura ao longo

do tempo nos pontos X, € X,,, & conhecida.

- Por exemplo, em uma barra de metal de 10cm como acima, conhecido o valor

da condutividade — digamos se a barra é de aluminio, este valor é de 0,835cm?/s e sabendo

que a temperatura nas bordas - X, =0 e X, =10- sdo mantidas constantes, respectivamente,
em 0° C e 100° C e que a temperatura inicial da barra é de 0° C, qual a evolugdo na
temperatura a medida que o calor se propaga do ponto quente X, =10 ao ponto frio
X, =0.

2. (condicbes de contorno na derivada ou Condicbes de Neumann) Se a

variacdo da temperatura nos pontos X, € X, € conhecida.

68



CARVALHO FILHO, Ormiro Joaquim de. MODELOS MATEMATICOS PARA DISPERSAO DE POLUENTES:
Aplicacéo ao Estudo da Bacia Hidrogréafica Subterranea do Aquifero Boa Viagem.

- Por exemplo, nas condi¢des anteriores, sabemos que a temperatura no ponto
guente diminui 1° C a cada segundo a do ponto frio aumenta 0.5° C a cada segundo.

Para tanto, temos de especificar os pontos no tempo nos quais o calculo da
temperatura em cada ponto no espaco sera feita. Um exemplo seria, no caso anterior,
acompanhar a cada 0. segundo a temperatura ponto a ponto. Se fizermos este
acompanhamento por 1 segundo teremos mapeado cada um dos 4 pontos intermediarios

em x em 10 pontos no tempo totalizando 40 pontos a calcular para temperatura.
Denote entédo por 'I'iI a temperatura do ponto X, no tempo | (por exemplo, para

saber a temperatura em X =4na metade do 1° segundo calculariamos T, pois X, =4 e

t = 0.5segequivale a | =5). Usando as aproximacdes das derivadas:

a_—l— _ -l-i|+l _-I-i|
ot At
0°T — T|I+1 _ZTil +T||1
x> (AX)®
ou _ a_2u 141 _

T _ T -2 +T,

Na equa éo_t_ 2 Obteremos - 1 O que implica que
quacao g ox At (Ax)2 q p q

Ti|+1 :Til +((z§;2 J(Tllﬂ _2Ti| +Ti|—1) (8)

Que permite — conhecendo a temperatura em um instante t no tempo em
um dado ponto e em seus vizinhos — estudar a temperatura deste ponto no instante

seguinte.

Note que tal abordagem é explicita sendo nada mais nada menos que uma

manifestacdo do método de Euler para o caso de EDP’s. O termo A :( >

t
J determina a

- n : 1 :
estabilidade das solugBes e diversos autores recomendam que /1<E para evitar

propagacdo de erros e problemas de estabilidade e convergéncia das soluges®®, ou seja,

fixada a precisdo desejada em X, a precisdo que devemos utilizar em t fica fixada em

2
X . : .
At < E ou se fixarmos que o acompanhamento deve ser feito em intervalos constantes de

valor Ato acompanhamento em x deve ser feito em intervalos maiores que Ax >+/6KAt .

** Neste artigo, utilizamos A =1/10
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Tais restricbes ndo estdo presentes nas abordagens implicitas, esta liberdade de escolha da
precisao no espaco (Ax) de forma independente na precisdo no tempo (At) é obtida a
custas de algoritmos bem mais complexos que fogem dos objetivos deste estudo.

Os scripts e figuras a seguir ilustram o uso da equacédo (9) ao problema
exemplo citado anteriormente, isto €, em uma barra de metal de 10cm como acima,

conhecido o valor da condutividade — digamos se a barra é de aluminio, este valor é de

0,835cm’/s e sabendo que a temperatura nas bordas -x, =0ex, =10- sdo mantidas

constantes, respectivamente, em 0° C e 100° C e que a temperatura inicial da barra é de 0°
C, qual a evolucdo na temperatura a medida que o calor se propaga do ponto quente
X; =10 ao ponto frio X, =0.

Para o qual sabemos que a solucdo analitica (exata’®) é

_ X &2, aoNnm - n*r’kt
T(X’t)_lo({ffr;ﬂ( 1) sm[lojex;{—loo ﬂ

L=10;

k=0.835;

ntermossomatorio=100;

xini=0; Tini=0;

xfim=L; Tfim=100;

npontosX=10; //m
X=linspace(xini,xfim,npontosX+2);
IIXX=linspace(xini,xfim,100*npontosX);
TSimulada=zeros(X);
TSimulada(1)=Tini;
TSimulada(npontosX+2)=Tfim;
deltax=X(2)-X(1);

deltat=0.001;
lambda=k*deltat./(deltax"2);
deltatmax=deltax"2./(6*k);

function [Temp_t]=EDP_Calor(t)
Temp_t=(Tfim.*X)./(L*ones(X));

* Note que a solucdo exata ndo pode ser calculada, pois o somatdrio possui infinitos termos, no
entanto, dado o fator exponencial negativo que multiplica cada termo, a contribuicdo da soma a partir
do 20° termo é tao pequena que pode ser negligenciada sem prejuizo na precisdo dos calculos.
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for n=1:ntermossomatorio,
Temp_t=Temp_t+(2*Tfim./%pi).*(((-1)"n./n).*sin((n*%pi./L).*X).*exp((-k*t*(n*%pi./L)"2)));
end;

endfunction;

function [Tprox]=DFE_EDP_Calor(Tant)
Tprox(1)=Tant(1);
Tprox(length(X))=Tant(length(X));
//lborda esquerda
Tprox(2)=Tant(1)+lambda*(Tant(2)-2*Tant(1)+Tini);
/lpontos interiores
for i=2:(length(X)-2),

Tprox()=Tant(i)+lambda*(Tant(i+1)-2*Tant(i)+ Tant(i-1));

end;
//borda direita
Tprox(length(X)-1)=Tant(length(X)-1)+lambda*(Tfim-2*Tant(length(X)-1)+Tant(length(X)-2));

endfunction;

1007
sn{
eng
40{

20+

Grafico 5: Solugbes da equacédo (9) para t=0.5 segundos (curva verde), t=1.0 segundo (curva azul),
t=5 segundos (curva vermelha) e t=30 segundos (curva preta). Os pontos marcados sao as solucdes
simuladas. Observe que ha, sobretudo nos instantes iniciais, uma diferenca entre o valor exato e
simulado. A partir de t=30 segundos, todas as curvas solucdo sdo praticamente idénticas a curva
preta indicando que o sistema atingiu um estado estacionario. A diferenca média para as curvas

acima foi menor que 0.1% e a maior diferenca encontrada (curva verde) foram de 0.8%.
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2.3.4 Diferencas Finitas na Resolucdo da Equacéo de  Difusao

de Poluentes

Na secdo anterior, discutimos o método das diferencas finitas na resolucdo da
equacao do calor — 0 exemplo padréo de equagfes parabodlicas — em uma dimensdo em um
caso analitico. Voltando ao problema tema da dissertacdo, a citar, a equacdo modelo de
difusdo de poluente:
oC , = . o o
i —~div(- a1C) + d|v6/C)+ oC +F(X,t) onde C=C(X,t)eX=(X,V,2).

Temos uma limitagdo ao método anterior que consiste em considerar que uma
malha com grande quantidade de pontos em cada eixo coordenado (digamos 1000 pontos
em cada eixo) implica em uma quantidade impraticavel de pontos a calcular (para cada eixo
coordenado com 100 pontos de malha, obtemos 1.000.000 de pontos a serem calculados
para cada At) de forma que algumas simplificacdes sdo necessarias para reduzir tal
demanda computacional.

Inicialmente, observe que, tanto no problema da dispersado de poluentes em
rios quanto na dispersdo em aquiferos, as dimensdes planas (largura e comprimento) séao
muito maiores que a terceira dimensao (profundidade) de forma que podemos ignorar a
dimenséo de profundidade e considerar o escoamento como laminar ou bidimensional.

Claramente, tal simplificacdo ndo é totalmente realista, mas — nos modelos
simplificados que estamos estudando — ela néo influi na precisdo dos resultados obtidos,
exceto, se considerdssemos escoamentos turbulentos que, de qualquer forma, ndo séo
modelados pela equagéo acima.

Com esta simplificacdo, a equacédo acima € reescrita como

2 2 aV
a_C:a 0 C23+6_C23 + an_C+Vy0_C +C oV, +—L+0 |+ F(x,y,t)(9), onde:
ot ox° oy 0X oy ox oy

- C =C(x,Y,t) é a concentragcdo em um ponto de coordenadas (X, y) no tempo t
-V, eV, sdo, respectivamente, as componentes da velocidade de escoamento da

agua nas direcdes coordenadas x e y

-a é a difusibilidade do poluente no meio liquido (positiva)

-0 é o fator de decaimento (se negativo) ou de criacdo (se positivo) do poluente no
meio.

-F(X,y,t) mede o quanto o poluente é inserido (se positivo) ou removido (se

negativo) do meio liquido ponto a ponto em fung¢éo do tempo.
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Vamos agora estudar como o modelo descrito pela equacéo (9) pode ser

utilizado para descrever o sistema em estudo, a citar, 0 modelo de aquifero subterraneo.

2.3.5 Modelo Simplificado de Aquifero Subterraneo

Considere, inicialmente, uma geometria simplificada para o aquifero
subterraneo consistindo de uma regido retangular de comprimento X e largura Y. O aquifero

€ preenchido de dgua sem movimentacao consideravel e existe um conjunto finito fixo de k
pontos S =(PX, PY1): S, = (PXs PY2), -+ Sc = (PX, PY) nos quais os poluentes  s&o
introduzidos no tempo t =0. Antes da contaminacdo ndo havia quantidade apreciavel de

poluente e, apds esta contaminacao inicial, ndo ha mais remoc¢ao ou introducdo do mesmo

de forma que F(x,y,t)=0,t>00(x,y). As condicdes iniciais s&do, portanto,
{ C(px. py, 0) =C i =1k
C(x,y.0) =0, (xy) # (pX., pY;)

Uma vez que ndo ha fluxo de liquido no aquifero, também temos que

para valores C,,---,C, conhecidos.

Nosso problema consiste em, dado um ponto qualquer de observagéo

(x,y) O[O, X]%[0,Y], determinar, naquele ponto, como a concentracdo do poluente varia

em fungdo de t, ou seja, queremos determinar a fungdo C(x,y,t), tJ[0,T,

ax] ONde T éo0
tempo total de observacéo.

Estudaremos duas condi¢des de contorno:
a) O poluente ndo atinge a fronteira com concentracdo apreciavel, ou seja,
C(Oy,t) =C(X,y,t) =C(x,0,t) =C(x, X,t) =0, (%, y) I [0, X] %[0, Y], Ot I [O,T

max]

b) O poluente difunde através da fronteira™ a uma taxa constante, ou seja,

max ]

oC _oC =6_C =0_C = - x
Sr @YD= 220Gy =22 (x0) =200 X, 1) = =, 0(x ) D0, X]x[0Y], Bt O[O

A malha que usaremos sera uma malha regular com elemento de dimensfes
. i . X Y

| xm que divide a regido [0, X]x[0,Y] em, respectivamente, nx=|— e ny=—pontos. Os
m

pontos de contaminacéo e de observacéo serdo suposto pertencentes a malha e diferentes

dos pontos de fronteira.

'* Sendo, portanto, removido do sistema.
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2.3.6 Simulacdes Numéricas

As simula¢cBes experimentais tiveram por objetivo fornecer parametros de
comparacdo qualitativos que foram utilizados para calibracdo dos métodos numeéricos
implementados. Desta forma, procurou-se uma escolha da implementacédo que, mantendo a
simplicidade computacional em tal ordem a permitir eventualmente a simula¢éo de grandes
trechos de um aquifero real, fornecesse uma precisdo numérica que transmita confiabilidade
em simulagdes para as quais nao haja parametros de comparacao.

Note que os dados reais, que seriam disponibilizados pela CPRH, ndo foram,
até a presente data, disponibilizados de forma que esta foi a maneira encontrada de realizar
tal calibragdo. Em trabalhos futuros, j& de posse dos dados reais coletados por aquela
agéncia, tal calibracéo sera feita de forma mais proxima da situacao real.

Também ressaltamos que os estudos sobre os aquiferos subterrdneos na
regido metropolitana do Recife ainda estdo em fase preliminar e diversos estudos mais
especificos, sobretudo no que se refere as propriedades geomecanicas e de circulagéo e
regimes de fluxo, estdo sendo tema de diversas dissertacbes e teses de mestrado em
diferentes areas de estudo em programas de mestrado e doutorado nas Universidades da
regido.

Finalmente, as técnicas implementadas neste trabalho, a citar, métodos de
diferencas finitas, sdo inadequado para geometrias mais complexas dos aquiferos ainda
gque, em geometrias simples — como as estudadas neste trabalho — fornecam uma excelente
solucdo de compromisso entre simplicidade computacional e precisdo numérica. Desta
forma, em estudos limitantes das regifes de fronteira do aquifero por geometrias simples
(por exemplo, escolhendo-se trechos retangulares de estudo) as técnicas estudadas neste
trabalho tendem a serem bastante precisas, mas computacionalmente inviaveis em
geometrias mais complexas de forma que, em trabalhos futuros de continuidade desta
dissertagdo em um trabalho de doutoramento — técnicas de elementos finitos e volumes
finitos devem ser implementadas e comparadas com os resultados aqui obtidos.

As simulacdes realizadas tomaram por base diferentes situacbes de
contaminagdo. Em cada situacéo, foi observado o comportamento espacial da “mancha”’
(pluma) de poluente ao longo do tempo. Também foi mantido registro da concentragdo ao
longo do tempo do poluente em cada ponto de observacdo. Os resultados para cada
situag&o sao discutidos abaixo:

- Aquifero Isotrépico
Neste tipo de aquifero, as condi¢Bes de difusibilidade ndo variam ao longo do mesmo.

Primeira situacdo de descarte:
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Nesta situacdo, a contaminacdo ocorre em um “po¢o” localizado em um dos cantos do
aquifero conforme indicado na figura anterior. Para todos os resultados ao longo do tempo
sdo ilustrados abaixo:
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Figura 2: Acima, a situacdo inicial da contaminacéo (tempo zero): Note que a pluma esta totalmente
concentrada (concentracdo de 10 g/L) no ponto contaminado. A esquerda, observamos o gréafico da
concentracdo da pluma no espaco e a direita um mapa de cores indicando a mesma situacgao.
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Centro : Evolucdo da dispersédo do contaminante no tempo t=1 segundo. Note que a concentracado
maxima é agora de 0.2 g/L de poluente e o gréfico foi redimensionado de forma a melhor visualizacéo
da distribuicdo do mesmo. Observe que, em quase todo aquifero a presenca do poluente ja é
observada. Abaixo : “Pluma” apos 6 segundos. Todo o aquifero observa a presenca do poluente.

Note que o comportamento qualitativo da pluma é bem semelhante aquele observado no

arranjo experimental.
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Gréfico 6: Concentragao ao longo do tempo em cada ponto de observagdo. Note que a concentragao
no ponto de contaminacgdo decresce ao longo do tempo de forma monétona. Nos demais pontos, a
concentracdo cresce até um ponto maximo e decresce em seguida. Somente os 10 primeiros
segundo foram simulados de forma que este comportamento padrdo somente foi visualizado no ponto
(15,10) préximo ao ponto de contaminacao, mas também se repete para os demais pontos.

Outra situacdo simulada cujo arranjo experimental € ilustrado nos gréaficos acima é a
possibilidade de dois pontos antipodas de contaminacdo. Neste caso, as “plumas” se
desenvolvem independentemente até o momento de colapso em uma pluma com formato
semelhante ao um “8”. Note que o0 comportamento quantitativo € o mesmo da simulacdo
experimental exceto — como esperado — nas proximidades dos pontos de fronteira. Os
resultados sdo mostrados nos graficos abaixo:
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Figura 3: llustracdo do comportamento ao longo do tempo de um evento de contaminacdo em dois
pontos antipodas. Observe que as manchas se desenvolvem independentemente de forma idéntica
ao caso de um Unico ponto de contaminagdo exceto no momento a partir do qual ocorre o encontro.
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Como as equacgdes de modelagem envolvidas sdo parabolicas, ndo
superposi¢éo das solucoes.

ocorre o fenbmeno de
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Gréfico 7: Comportamento no caso de dois pontos antipodas de contaminacdo para cada ponto
observacional ao longo do tempo. De forma andloga ao caso de um ponto contaminante, a
concentracao ao longo do tempo nos pontos de descarte € monotona e decrescente sendo crescente
até um ponto maximo e decrescente a partir deste ponto nos demais sitios. Observe também que o
momento no qual 0 maximo € atingido ocorre mais rapidamente que no caso de uma contaminacao.
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- Aquifero Anisotrépico

Para observar o comportamento do software de simulacdo no que se referem a sua
precisdo numérica, as situacbes de anisotropia do parametro de difusibilidade foram
testadas. Neste caso, contudo, o arranjo experimental ndo pbéde ser utilizado dado a
homogeneidade do mesmo, ainda assim, houve correspondéncia proxima entre o
comportamento esperado observado e aquele descrito na literatura.

As situactes testadas envolveram anisotropia radial com difusibilidade maxima no centro
decrescendo de forma proporcional a distancia daquele ponto; difusibilidade minima no
centro crescendo de forma proporcional a distAncia daquele ponto e anisotropia com
difusibilidade maxima em uma borda (esquerda) e minima na borda oposta (direita)
indicando uma tendéncia real que o poluente possui de afastar-se no aquifero em direcédo
oposta ao oceano. Ao longo de cada seccéo reta a difusibilidade nao varia.

Por questdes de espaco, apenas alguns resultados ilustrando o comportamento na
situacdo de anisotropia variando gradualmente da borda esquerda a borda direita do
aquifero séo ilustrados abaixo. Os demais resultados estdo sendo organizados e devem ser

brevemente encaminhados a publicacdo. Seguem tais resultados:
- Primeira situacdo de descarte:
De forma idéntica a anterior, nesta situacdo, a contamina¢cdo ocorre em um “poco”

localizado em um dos cantos do aquifero conforme indicado nos gréaficos anteriores. Os

resultados ao longo do tempo séo ilustrados abaixo:
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Figura 4: Acima, a situacao inicial da contaminacao (tempo zero): Note que a pluma esta totalmente
concentrada (concentracéo de 10 g/L) no ponto contaminado. A esquerda, observamos o gréfico da
concentracdo da pluma no espaco e a direita um mapa de cores indicando a mesma situacgao.
Centro : Evolucéo da dispersdo do contaminante no tempo t=1 segundo. Note que a concentracédo
maxima é agora de 0.2 g/L de poluente e o grafico foi redimensionado de forma a melhor visualizacéo
da distribuicdo do mesmo. Observe que, em quase todo aquifero a presenca do poluente ja é
observada. Abaixo : “Pluma” ap6s 6 segundos. Todo o aquifero observa a presenca do poluente. De
forma distinta do caso isotropico, note que a pluma perde sua simetria espalhando-se mais
rapidamente para borda direita na qual a difusibilidade tem valor mais elevado.
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Gréfico 8: Concentracéo ao longo do tempo em cada ponto de observacao. Observe uma dispersao
mais rapida em cada ponto que no caso isotropico indicando que, em casos reais, a resposta a
contaminacdo é mais rapida na direcdo oposta ao oceano, ou seja, ao afastar-se do litoral, o ponto de
observacéo recebe primeiro a carga de poluicdo, mas esta tende a diminuir mais rapidamente do que
se 0 aquifero fosse isotrépico.

Segunda situagdo de descarte:

Mais uma vez, foi observado o colapso da pluma, porém tal situacdo ocorreu em
momento anterior ao caso isotrépico e a pluma perde sua simetria propagando-se mais

rapidamente na dire¢do de maior difusibilidade. A figura em forma de “8” é entdo destruida e

0 comportamento passa a se assemelhar ao caso de descarte em um Unico ponto. Ressalta-
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se que, para tempo suficientemente longo, a pluma tende, neste caso, a comportar-se de
forma a difundir mais rapidamente a carga de poluente que no caso isotropico o0 que

também é observado em situacdes reais.
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Figura 5: llustracdo do comportamento ao longo do tempo de um evento de contaminacdo em dois
pontos antipodas. Observe que as manchas se desenvolvem independentemente de forma idéntica
ao caso de um Unico ponto de contaminagdo exceto no momento a partir do qual ocorre o encontro. A
auséncia de simetria favorece o “desaparecimento” do comportamento individual de cada evento de
contaminagdo ilustrando, de forma mais contundente, o fen6meno da nao-superposicdo das
solucdes.
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Gréfico 9: Comportamento no caso de dois pontos antipodas de contaminagdo para cada

ponto observacional ao longo do tempo em aquiferos anisotrépicos.

Os resultados ilustrados acima possuem (ver anexo) grandes correspondentes

gualitativos com os resultados observados no arranjo experimental, exceto para bordas do
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aquifero. Também, 0s mesmos, correspondem ao comportamento de eventos reais
descritos na literatura o que valida, como primeira aproximacao, os métodos numeéricos

estudados neste trabalho para tais eventos.

Um conjunto mais amplo de simulages em geometrias mais proximas ao caso
real, podem indicar pontos criticos nos quais a contaminagdo promova uma degradacdo
mais extensa e/ou mais rapida dos demais pontos do aquifero de forma que este trabalho
deve ser utilizado inicialmente como instrumento de prevencdo de acidentes e analise de

riscos.

2.4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Simulacéo da Dispersao de Poluentes

Theodoropoulou et al (2003), utilizaram uma técnica para realizar experimentos de
visualizacdo da hidrodinAmica da dispersdo de poluentes. Primeiramente, analisaram o
aspecto da dispersdo, e em um segundo momento, o ponto de vista de engenharia, o que
permitiu obter modos simples de utilizacdo de expressfes matematicas do potencial e o
correspondente fluxo de campo. As andlises desenvolvidas, a fim de verificar a exatidao das
solucdes propostas também foram apresentadas, foram obtidas em diagramas que
descrevem as principais dimensfes convectivas do ponto de captacdo do poco em relacdo
as quantidades geométricas e hidraulicas que regem o fenémeno.

A andlise do aspecto dispersivo pode ser descrito por meio do método do passeio
aleatério. Este método fornece um esquema mateméatico tridimensional, facilmente
executado em um computador, dispersiva especial para analisar o fendbmeno em andlise
(THEODOROPOULOU et al, 2003).

- Objetivo:

Este estudo tem por objetivo descrever o comportamento da dispersao passiva dos
poluentes em um aquifero artesanal, no qual o campo de fluxo tridimensional causado por
um penetrante parcialmente é sobreposta a um fluxo subterraneo.

Esperamos que o correto planejamento de pocgos parcialmente penetrantes, tanto
as gue se destinam a reabilitacdo de aquiferos e os destinados a outras utilizacbes que sdo
elas préprias em risco a poluicao.

A técnica experimental e do método de analise de seus resultados serdo muito
Uteis para a validacdo do modelo, analise de sensibilidade dos coeficientes de dispersdo no
gue diz respeito ao espago poroso dos parametros, bem como a identificacdo da disperséo

de liquido poluente nos regimes aquiferos subterraneos.
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- Introducéo

Com referéncia ao aspecto da convectiva parcialmente penetrante em pogos,
apenas um pequeno numero de obras da literatura esta preocupado com a busca de uma
solucdo analitica. Por meio do método de imagens, Muskat (1946) obteve uma expressao do
potencial, mas ndo definiu o fluxo de campo. Hantush (1961a, b, 1964) em vez de um
campo de fluxo de solucao, introduziu algumas hipoteses bastante simplificadas, sendo que
a de maior velocidade tem o mesmo valor em todos os pontos sobre a parede. Para
determinar uma expressdo mais simples e aplicavel ao fluxo de campo, mas o resultado,
embora exato, permaneceu demasiado complicado para permitir a facil andlise da disperséo
(RIDOLFI & SORDO, 1997).

- Materiais:
Para a experiéncia utilizamos os seguintes materiais, conforme figura abaixo em

destaque:

- 02 tiras de vidro de 30 x 3 cm
- 02 tiras de vidro de 40 x 3 cm
- 02 retangulos de 30 x 40 cm

Figura 6 — Caixa de vidro para a simulacdo do experimento

Utilizamos 10ml de alguns corantes liquidos, para a experiéncia, como:

- Corante liquido a base de agua na cor laranja, tipo xadrez;

- Corante artificial para alimentos, nas cores: vermelho, azul e marrom; e

- Oleo de cozinha juntamente com corante.

A figura tal mostra uma caixa de vidro montada, que suporta 1.800 cm?® de agua,
com as pecas acima discriminadas, utilizamos o silicone para fixar as partes, a chapa da
parte superior é solta e possui alguns furos, como mostra as setas de cor azul da figura

acima, simulando as possiveis entradas de poluentes para o aquifero.

- Metodologias e Experimentos
Para a nossa experiéncia realizamos diversas simulacfes utilizamos varios
corantes, na funcdo do poluente, onde fotografamos e filmamos o comportamento do

“poluente” e analisamos o comportamento durante o seu deslocamento.
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ApoOs a montagem da caixa de vidro, buscamos um ambiente com bastante luz e
sem a presenca do vento.

Pontos de inoculagéo, px e py tem de estar na malha, logo usam o sistema de
coordenadas da malha.

px =[23,23,23,30,30,30,38,38,38]; 22.5 foi arredondado para 23 e 37.5 para 38.

py =[30,40,50,30,40,50,30,40,50]; aqui ndo foi necessério arredondamento.

(15, 30)

O (23, 30)

8,300

(15, 20)
23, 20
(8,2000 S J

(15, 10)
23, 10
8,10 O Ot )

— Figura 7 — Localizacdo dos pontos no
aquifero artesanal.

Pontos de inoculacdo, px e py tem de estar na malha, logo usam o sistema de
coordenadas da malha.

px =[8, 8, 8,15,15,15,23,23,23]; 22.5 foi arredondado para 23 e 37.5 para 38.

py = [10,20,30,10,20,30,10,20,30]; aqui ndo foi necessario arredondamento.

(38, 40) k=)
(38,30) O ’

(30, 40)
30, 50
30,300 O O )

(23, 40)

o) O (23, 50)

23,300 O

Figura 8 — Localizacédo dos pontos no aquifero artesanal.
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1% Simulacéo

Introduzimos um corante alaranjado juntamente com 6leo de cozinha, ndo miscivel,
em um poro do centro da chapa de vidro, figura tal, e apds alguns minutos percebemos a
mudanca do comportamento, ou seja, percebemos que o “poluente” comeca a criar uma
pluma, em destaque, até atingir outras entradas.

Figura 9 — Passo inicial, onde colocamos o “poluente”  Figura 10 — Passo onde o “poluente” se dispersa no ambiente

Na foto 9, ao lado, observamos a
dispersdo do “poluente”, vista por baixo, e
notamos que este comeca a tomar toda a
extensdo de forma homogénea. O material
utilizado tem como principal caracteristica a
sua densidade, que € menor que a da 4gua,

por isso permanece sobre a agua.

Figura 11 — vista por baixo da lamina d’agua

2% Simulagéo

Neste experimento colocamos o “poluente” em uma das extremidades da caixa de
vidro, foto 5, e logo percebemos que o poluente comeca a criar uma pluma, em destague na
foto tal, e se estende por toda a area, chegando até a sua profundidade, o que difere da 1°

simulacao.

Figura 12 — Introduc&o do poluente em uma das Figura 13 — Visualizacdo da pluma provocada
extremidades pelo poluente
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Figura 14 — vista lateral da dispersdo do “poluente” por toda a extensdo do recipiente

Na figura 12, acima, a imagem ilustra o “poluente” disperso por todo o recipiente,
se misturando a agua e atingindo todos os pontos de captacao, visto que, o poluente foi

introduzido em um dos poros da extremidade da chapa de vidro.

2.4.1 CONCLUSOES

Nos ultimos anos, o problema da defesa de obras realizadas nos aquiferos,
aumentou a poluicdo drasticamente; verdade, hoje ha um numero crescente de projetos
concebidos exclusivamente para a protecao ou reparacao de aquiferos, no caso do aquifero
de Boa Viagem, segundo o CPRH/PE, a regido encontra-se saturada. E dentro deste
contexto que o presente trabalho deve ser considerado, no qual é proposto um esquema
matematico - imediatamente executado em um computador - que permite o estudo de
conveccdao e dispersiva dos fendmenos de transporte.

No caso dos resultados obtidos relativos as simulacdes, nos levam a crer que
em um aquifero, a dispersédo do poluente ocorre, como observamos nos testes realizados,
guardada as devidas propor¢des do aquifero e quantidade dos poluentes, o que, também,
ndo devemos desprezar as caracteristicas dos poluentes, que irdo determinar a velocidade
com que estes chegardo a outros pontos de captagdo no aquifero.

Acreditamos que esta situacdo tem uma simplificacdo de menor influéncia,
sobre a correspondente solucdo analitica aproximada do fluxo de campo. Esta solugéo
também nos forneceu esquemas que permitam a identificacdo imediata das dimensdes da
caracteristica da zona de captagdo, importantes no estudo do fluxo convectivo do poluente.

Outros casos foram desenvolvidos que mostram o potencial do método no que
diz respeito a possibilidade de acompanhar a evolucdo dos poluentes introduzidos em
aquiferos.
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Toda a abordagem aqui descrita pode ser facilmente transponivel para o caso
de muitos pocos parcialmente penetrante, mesmo de diferentes geometrias individuais, por
simplesmente sobrepondo as solu¢cdes correspondentes a cada uma delas. Mesmo que a
investigacdo nesta pesquisa permanec¢a na esfera homogénea de meios de comunicagéo
social, acreditamos que 0 esquema matematico proposto pode ser de uso pratico em
numerosos casos praticos, evitando a necessidade de uma complexa e laboriosa

formulacdo numérica.
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2.6 ANEXOS

- Fotos sequenciais do 1° experimento
Escolhemos o centro da caixa para a introducdo do poluente, verificamos que aos

poucos o poluente dispersou, criando uma pluma por toda a area, chegando ao fundo da

caixa, como podemos observar nas imagens.
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- llustracéo da disperséo de um “poluente” em um ponto de inoculacao

(23,40)
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- llustracéo da disperséo de um “poluente” em dois pontos de inoculacao

(23,30)
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- llustracéo da disperséo de um “poluente” em um ponto de inoculacao
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94



CARVALHO FILHO, Ormiro Joaquim de. MODELOS MATEMATICOS PARA DISPERSAO DE POLUENTES:
Aplicacéo ao Estudo da Bacia Hidrogréafica Subterranea do Aquifero Boa Viagem.

- llustracéo da disperséo de um “poluente” em um ponto de inoculacao

(30,30)

(30,40)
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- llustracéo da disperséo de um “poluente” em um ponto de inoculacao

(23,40)
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