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EPIGRAFE

“Num universo indiferente ao amor e a dor, regido por forcas
agindo sobre atomos inanimados, eis que, num pequeno planeta, o
terceiro em orbita em torno de uma modesta estrela, uma dentre
bilhées de outras, esses atomos combinam-se para formar beija-
flores, tubarbes, lagostas, baleias e golfinhos, rosas e girassois,
sequdias e magndlias, mosquitos e borboletas, chimpanzés e seres
humanos. Os humanos evoluem, organizam-se em grupos,
comegam a plantar e a domesticar animais, desenvolvem a escrita,
perguntam-se sobre os céus, sobre as forcas da natureza,
procurando por respostas, por dar sentido a existéncia. Entendem
que a vida é finita, que a morte é inevitavel, que a esséncia da
natureza € transformagéo. Olham para o mundo e, corajosos,
tentam expandir seus horizontes construindo barcos, carrocas,
avibes, foguetes, viajar ao desconhecido. Sua curiosidade é
insaciavel...” (Marcelo Gleiser)



Melo, R.T. Modelos Matematicos para Dispersdo de Poluentes: Andlise temporal da
dispersdo de esgotos descartados em trechos urbanos do Rio Capibaribe.

RESUMO

E inegavel que o avango da tecnologia e o desenvolvimento industrial advindo deste
trazem inumeros beneficios para a humanidade, sobretudo, no que se refere a melhoria na
qualidade de vida da populagdo em geral. De fato, tais avangos s&o de tal ordem presentes na
vida moderna que se torna dificil imaginar a vida sem alguns destes como, por exemplo,
energia elétrica e agua, amplamente disponiveis, saneamento basico e sistemas de
distribuicdo e transporte, ainda que a maior parte da populacdo humana se distribua em
grandes centros urbanos, o crescimento demanda de recursos ndo renovaveis tais como agua
e energia que parecem ser uma tendéncia mundial e irrevogavel no curto prazo. Mesmo nos
centros agricolas, a mecanizagdo e a introdugdo de praticas como a irrigacdo ampliam a
velocidade de crescimento da demanda de tais recursos.Por outro lado, o cenario global nao
parece promissor uma vez que, para suprir a demanda crescente de uma populacdo humana
também crescente de mais de seis bilhdes de habitantes, pode-se contar com apenas 0,02%
da agua disponivel no planeta: aquela que se encontra em cenarios de uso direto tais como
rios, lagos e reservatérios subterraneos economicamente acessiveis. Para agravar tal situacao,
considere-se o fato de que o mesmo cenario global indica forte crescimento da velocidade de
degradagéo; gerando, de forma influenciada, sobretudo por novas realidades climaticas
impostas também pela agdo humana, uma crescente escassez deste recurso. Nesse contexto,
o Brasil encontra-se, a um s6 tempo, em posic¢éo privilegiada e de risco com relagdo ao cenario
global. Com efeito, o Brasil possui 12 regides hidrograficas possuindo uma das maiores
disponibilidades mundiais de agua potavel ou de facil tratamento, contudo, dada que a taxa de
urbanizagdo em algumas destas bacias € superior a 90% e que menos de 20% do esgoto
urbano nacional passa por algum tipo de tratamento antes do descarte final em algum rio ou no
oceano, essas bacias estdo sendo rapidamente degradadas e, no decurso de poucos anos,
algumas delas podem se tornar invidveis para o consumo humano ou utilizacdo agricola.
Dessa forma, os principais problemas a serem tratados pelos mecanismos de gestdo de
recursos hidricos sdo: a poluicdo e posterior degradagio da agua disponivel nas diferentes
bacias hidrograficas e o gerenciamento da competicdo pelo recurso. Modelos matematicos
adaptados a modelagem de sistemas dindmicos reais podem contribuir como ferramenta de
tomada de decisdo para medidas que resguardem a qualidade da agua. O aprimoramento de
modelos matematicos, em hidrologia urbana, contribui para a reducdo de incertezas em
estudos de diagnéstico de sistemas existentes, de concepcdo e de dimensionamento de
solugbes de poluicdo. Dado, portanto, que a maior causa de poluicdo direta de mananciais
hidricos decorre do descarte inadequado de residuos sanitarios urbanos. Este projeto de
pesquisa tem por objetivo realizar a modelagem matematica de tais descartes possibilitando a
geracao de cenarios diversos e a elaboragdo baseada em tais cenarios de politicas publicas de
gerenciamento hidrico, controle do nivel de poluigao e geragéo de atos de infragdo. Tal modelo
deve ser imediatamente aplicavel - e sera inclusive calibrado por dados da série historica de
medigcGes disponiveis sob consulta a CPRH — a partes especificas do sistema hidrico composto
pelos perfis urbanos dos rios Capibaribe e Beberibe em trechos a serem selecionados
mediante critérios descritos ao longo do projeto

Palavras-Chave: modelagem matematica; politicas de saneamento; recursos hidricos
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ABSTRACT

It is undeniable that the advancement of technology and industrial development comes from this
bring many benefits to humanity, especially with regard to improvement in quality of life of the
general population. Indeed, such advances are such present in modern life that it is difficult to
imagine life without some of these, such as electricity and water widely available, sanitation and
distribution systems and transportation.While most of the human population is distributed in
large urban centers, the growing demand for non-renewable resources such as water and
energy seems to be a global trend in the short term and irrevocable. Even in agricultural
centers, the introduction of mechanization and practices such as irrigation extend the speed of
growth of demand for these resources.Moreover, the overall picture does not appear promising
since, to meet growing demand from a growing human population also more than six billion
people, you can count on only 0.02% of available water on the planet: that which is in direct use
of scenarios such as rivers, lakes and underground reservoirs affordable.To make the situation
even worse, consider is the fact that the same overall picture indicates strong growth in the rate
of degradation generating, so influenced mainly by new realities weather also imposed by
human action, a growing scarcity of the resource.In this context, Brazil is the only one time, a
privileged position and risk with respect to global scenario. Indeed, Brazil has 12 river basin
having one of the largest global availability of drinking water or easy treatment, however, given
that the rate of urbanization in some of these basins be over 90% and that less than 20% of
urban domestic sewage passes through some type of treatment before final disposal in a river
or the ocean, such basins are being rapidly degraded and, in a few years, some of them may
become viable for human consumption or agricultural use.Thus, the main problems to be
addressed by mechanisms for management of water resources are: The subsequent
degradation and pollution of water available in different river basins and the management of
competition for appeal.Mathematical models suitable for modeling real dynamic systems can
contribute as a tool for decision-making measures that regarded water quality. The
improvement of mathematical models in urban hydrology, contributes to the reduction of
uncertainties in the diagnostic studies of existing systems, design and dimensioning of solutions
to pollution.Given therefore that the major cause of polilution direct a spring water flows from the
improper disposal of urban waste health, this research project aims to carry out the
mathematical modeling of such Descartes allowing the generation of various scenarios and
development based on these scenarios, public policies for managing water, the level of pollution
control and generation of acts of violation. This model should be immediately applicable - and
even be calibrated by data from the historical series of measurements available on the
consultation CPRH - to specific parts of the water system composed of the urban sections of
rivers Beberibe and Capibaribe in excerpts to be selected by criteria described over design.

Key Words: Mathematical Modeling; Policies of Sanitation, Water Resources
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1.1 INTRODUGAO

Muito mais que um recurso natural, a agua assegura a vida e o equilibrio dos
diversos ecossistemas. Seu uso € indispensavel para garantia da vida no planeta.
Varias culturas e tradicbes tém nela um elemento essencial, por exemplo, o
cristianismo, o judaismo e o xamanismo fazem dela coadjutora de seus ritos. Isso
eleva o valor de sua presenca nas relagcdes humanas, pois ndo se trata apenas de um
mineral, mas simbolo de varias instancias da vida. Os debates mais acirrados sobre
sua importancia emergiram no final do século XX em que a iminéncia de sua falta
ganhou as pautas das discussfes internacionais. Sua possivel escassez tem posto em
alerta governos e nacdes. Protegé-la é acima de tudo assegurar a vida no planeta.

A agua é, portanto, um recurso natural de valor incontestavel. Mais que um
insumo indispensavel a producao e um recurso estratégico para o desenvolvimento
econdmico, ela é vital para a manutengéo dos ciclos biolégicos, geoldgicos e quimicos
que mantém em equilibrio os ecossistemas. E, ainda, uma referéncia cultural € um
bem social indispensavel & adequada qualidade de vida da populacdo (HISTORIA DO
USO DAS AGUAS NO BRASIL, 2008; ANA, 2008).

Pode-se notar ainda que, em um dado sistema biolégico, diversas cadeias de
seres vivos interagem em ciclos de trocas de materiais e energia gerando diversas
interdependéncias cujo equilibrio dinAmico pode ser bastante delicado. Dos diversos
componentes materiais de um ecossistema, sem duvida, 0 mais importante é a agua
cuja disponibilidade em quantidade e qualidade determina, em menor ou maior grau, a
propria existéncia desses ecossistemas (ALCOFORADO, 2006).

No entanto, durante muito tempo, a crenca de que 0s recursos naturais, dentre
eles, notadamente a agua, seriam inesgotaveis custou a humanidade a destruicdo de
florestas, exterminio de animais e plantas, além da poluicdo das aguas e do ar. O
crescimento de centros urbanos e industriais, que por muitas décadas se realizou
muitas vezes de forma desordenada e sem um correto planejamento, mostra hoje
suas consequéncias. Os efeitos da atividade humana na poluicdo de aguas, solo e ar
sdo atualmente temas de discusséo e estudo em diversos centros de pesquisa, para
se ter uma idéia da dimens&o deste risco, durante o Il Férum Mundial das Aguas,
realizado em margco de 2003 em Kyoto, no Japdo, foi divulgado um estudo com
previsdes preocupantes, feitas pela Organizacdo das Nac¢des Unidas (ONU). Segundo
o estudo, entre 2 bilhdes e 8 bilhdes de pessoas poderdo sofrer com a falta de agua
potavel ou com saneamento bésico inadequado até a metade do século XXI. Todo

esse conhecimento adquirido na area gerou maior conscientizagdo sobre 0s riscos que
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a civilizacdo humana corre caso 0S recursos haturais existentes ndo sejam
adequadamente preservados.

A eficiéncia do uso da agua é também tema de grande preocupacdo entre
orgdos gestores de recursos hidricos em nosso pais. A preocupacao de se alcangar o
uso racional da agua constitui uma meta a ser perseguida nas ac¢des de planejamento
e da gestdo de recursos hidricos. Em ambiente de mdltiplos usos, o bom
conhecimento das necessidades dos diversos usuarios e das disponibilidades hidricas
é fundamental para uma boa gestdo; entretanto, as incertezas hidrologicas, as
variagbes das demandas e o grande numero de variaveis representativas dos
processos fisicos, quimicos e biolégicos, conferem elevado nivel de complexidade a

analise dos sistemas de recursos hidricos.
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1.2 OBJETIVOS

1.2.1 OBJETIVO GERAL

O foco principal deste trabalho foi propor um modelo matematico capaz de
simular, dado o regime de descarte de esgotos urbanos, bem como sua disposicdo
geogréafica em um dado rio de perfil geogréfico e regimes de vazao conhecidos, como
tal poluicdo é dispersada ao longo do tempo por esse regime de vazao levando em
conta fatores sazonais e permitindo a elaboracdo de cenarios diversos como medidas
de contencdo de descarte, medidas de diminuicdo de vazdo e modificacdo do curso
dos rios estudados. Os resultados desse modelo devem ser imediatamente aplicaveis
ao contexto relativo a disposi¢do urbana do Rio Capibaribe na regido Metropolitana da
Cidade de Recife.

1.2.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Além da proposicdo e posterior estudo da modelagem mateméatica da
dispersdo de poluentes em sistemas hidrograficos de superficie, os seguintes

objetivos foram também contemplados nesta pesquisa:

e |dentificacdo e mapeamento da regido de interesse soécio-econdmico na qual
foi aplicada a modelagem;

e Geracdo de um programa de computador (software) para automacdo destas
simulacdes;

e Utilizagdo do modelo para simulagcdo da concentracdo de poluentes,
notadamente, poluentes de origem orgéanica, em situacdes diversas,
identificando assim politicas efetivas de controle da concentracdo de poluentes

criticos em niveis aceitaveis segundo a legislacao vigente;
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1.3 REVISAO DE LITERATURA

1.3.1 DESCRIGAO DO PROBLEMA

O homem, durante toda a histéria, exerceu e exerce diversas formas de
apropriacdo e transformacédo da natureza, gerando assim, muitas vezes, degradacao
do meio ambiente, pois seu extrativismo desenfreado provocou mudancas ha
biodiversidade, como desequilibrio nas diversas formas de vida tanto animal como
vegetal. As atividades de producdo, desenvolvimento -cultural e extrativismo
estabeleceram um novo relacionamento entre a sociedade e a natureza. Apls a
Revolucéo Industrial estabeleceu-se uma nova realidade entre homem e natureza, os
recursos haturais passaram a fazer parte do interesse econdmico-produtivo. O
desenvolvimento tecnoldgico, ao longo dos séculos, determinou o surgimento de
novas necessidades humanas. Através das modificacdes ocorridas com a passagem
da vida simples extrativista para uma sociedade organizada passou-se a ter um
dominio maior sobre a producéo e a natureza (TAPIA, 2006).

Entre os séculos XV e XVI com a Expansdo Maritima, um dos fatores
determinantes para um pais ser considerado rico ou pobre era a sua riqueza natural
(Metalismo). A natureza tornou-se “moeda” econémica, pois sua diversidade marcava
a entrada ou nao de certa nagao no rol dos poderosos. Sobre esse contexto histérico,
Cirilo (2007) pontua que as riquezas naturais determinavam nos séculos XV e XVI a
riqueza dos paises, e sua busca gerou a procura desenfreada por novas estancias
produtoras mesmo que fosse através da dominacdo como no caso o Brasil (pau-
brasil).

Todavia, como ja& mencionado, o avango tecnoldgico e a busca por recursos
naturais provocaram certo desequilibrio ecolégico, pois a busca por essas riquezas
naturais ndo visavam ao desenvolvimento sustentavel, o que gerou uma desarmonia
na relagdo homem-natureza. A Revolugéo Industrial, no século XVIII, exigiu novas e
severas formas de apropriagcdo do meio ambiente. Nesse periodo, predominava o
pensamento que tais recursos seriam inesgotaveis e que a preocupagdo com a
finitude dos recursos naturais seria um mito distante da realidade vigente. O consumo
somado com o extrativismo “selvagem” credenciaram uma realidade alarmante, pois o
equilibrio da biosfera comega a ser rompido em nome do consumismo. Recursos
naturais ja no século XX déo sinais de esgotamento de suas fontes como no caso do
petroleo e, nesse contexto, comecam a surgir rivalidades entre as nacdes em nome

da subsisténcia que determinam o poder. Dentre 0s recursos naturais que comegam a
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dar anuncios preocupantes de escassez, esta a agua, mineral essencial para a
garantia da vida e o equlibrio ecolégico. Ela que era considerada como abundante
inesgotavel comeca a preocupar os governos internacionais. A ONU (Organizacao
das Nac¢bes Unidas) organiza todos os anos reunifes para debater e apontar solugdes
para conter a crise aquifera mundial. A existéncia desse recurso é a garantia da vida
no planeta. A agdo antropica é responsavel pelo abalo nas relagbes homem e
recursos hidricos como polui¢do, o que resulta reflexo na qualidade e quantidade das
aguas.

O problema da escassez de agua potavel é o resultado de uma série de
fatores: econémicos, geograficos, demogréficos, entre outros. Agravando ainda mais
o problema da disponibilidade de agua potavel, o nimero alarmante de rios cujas
aguas encontram-se impréprias para o consumo devido ao despejo de efluentes
domésticos e industriais € cada vez mais alto. Os rios sdo responsaveis em grande
parte pelo abastecimento publico e industrial. O fato do abastecimento ser suspenso
diariamente em varias regides do planeta, demonstra o reflexo da escassez cada vez
maior da disponibilidade da agua.

Mais ainda, ha de se notar o fato de que a 4gua doce é mal distribuida no
Brasil, pois apesar de apresentar 13,7% da agua doce disponivel do planeta e dois
tercos do maior aquifero subterraneo do mundo, o Aquifero Guarani, 80% das aguas
brasileiras encontram-se na Amaz6nia enquanto que Sao Paulo que possui 20% da
populacdo do pais possui apenas 1,6% dos recursos hidricos (MACHADO, 2006).

Segundo Alegria; Diniz (2007), um dos fatores responsaveis que contribuem
para a degradacdo das aguas, € o acelerado desenvolvimento populacional o qual
impulsiona a necessidade urgente de abastecimento e fornecimento para as diversas
atividades. Os autores (ibidem) pontuam ainda que a matéria organica depositada,
nos recursos hidrograficos, € um dos mais preocupantes problemas ambientais, pois
péem em foco dois pontos cruciais: a emergéncia de desenvolvimento e a
necessidade de preservacdo. A matéria organica lancada nas aguas provoca a baixa
gqualidade dessa agua ou seu ndo apropriamento para a utilidade humana.

Alegria; Diniz (op. cit.) relatam ainda que essa presenca material desequilibra
ndo apenas o esgoto ou rio local, mas também toda a sua bacia hidrogréfica. Outro
fator preocupante apontado pelos autores diz respeito a salde daqueles que se
abastecem de tais recursos poluidos. O problema aquifero torna-se ndo apenas um
problema de abrangéncia ambiental, mas também de nivel social em relagcdo a saude
publica. Esse problema afeta o homem tanto na relagdo com o meio ambiente como

na questao organica, pois sua dependéncia a agua é de carater universal.
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As altas taxas de doencas intestinais e outras doencas de paises de baixa
renda deve-se a auséncia de abastecimento de agua potavel e de coleta de esgotos
sanitarios que sdo as principais responsaveis por esses indices. A precariedade no
abastecimento de agua potavel obriga a populacdo a utilizar aguas que veiculam
doencas, em sua maior parte poluidas por coliformes fecais. Estima-se que cerca de
8500 casos anuais de mortalidade infantil e de morbidade adicional sejam provocadas
devido aos problemas de saneamento publico e a auséncia de agua potavel (SILVA,
ALVES, 2003).

As atividades industriais sdo responsaveis pelo lancamento de residuos
sélidos e liquidos que séo geradores de impactos ambientais negativos. Dentre essas
atividades, destaca-se a agroinddstria canavieira e um de seus efluentes, o vinhoto
(CPRH, 2006).

Uma das principais causas da poluicdo do Rio Capibaribe esté relacionada a
ocupacdo desordenada, consequentemente ao lancamento diario, ndo s6 das
populacdes ribeirinhas, de esgoto ndo tratado. O esgoto industrial também é uma
realidade ainda persistente durante o percurso do rio. Os maiores problemas de
despejo de efluentes industriais encontram-se no eixo Santa Cruz do
Capibaribe/Toritama, pois, € nessa faixa que o Capibaribe recebe a maior carga de
poluentes em seu curso (Rio Capibaribe, a Capivara Nordestina acesso em
08/04/2009).

Note ainda que o processo de erosao costeira afeta o equilibrio ecoldgico do
estuario e de seus manguezais, que sdo protegidos por lei. O manguezal € um
ecossistema, que além de funcionar como uma protecdo costeira do rio, também
funciona como um importante bercario para a reproducao de diversas espécies dos
ecossistemas marinhos, contribuindo para o equilibrio ambiental e também como
fonte de recursos financeiros que garante a subsisténcia das comunidades ribeirinhas
(NETO, 2002).

O sistema de escoamento do rio é altamente influenciado pelo processo de
erosdo em areas de alto indice de ocupacdo. Nessas areas urbanas, ocorre um
desequilibrio e nas areas em que apresentam uma maior declividade o processo de
erosdo € mais acentuado, enquanto nas regifes planas do rio, o processo de
assoreamento é bem mais intenso, devido ao material carreado. A ocupacao
desordenada determina o agravamento do desmatamento e 0s aterros, e essa
ocupacao contribui ainda mais para o problema da erosdo (ALCOFORADO, 2006).

Durante a Conferéncia das NagfGes Unidas sobre Meio Ambiente e
Desenvolvimento — RIO 92, o Poder Publico Brasileiro assumiu a Educagdo Ambiental

como um importante aliado na politica ambiental brasileira.
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A Politica Nacional de Recursos Hidricos e o do Sistema Nacional de
Gerenciamento de Recursos Hidricos foram criados em 8 janeiro de 1997, com a Lei
n°® 9.433. O Sistema Nacional de Gerenciamento de Recursos Hidricos é formado
pelos: Conselho Nacional de Recursos Hidricos; Conselhos de Recursos Hidricos dos
Estados e do Distrito Federal; Comités de Bacia Hidrogréfica, érgaos dos poderes
publicos federais, estaduais e municipais, cujas competéncias se relacionem com a
gestao de recursos hidricos; Agéncias de dgua e as organizacdes civis de recursos
hidricos. Em 2000, foi criada a ANA (Agéncia Nacional das Aguas) que foi incluida ao
Sistema Nacional de Gerenciamento de Recursos Hidricos (CIRILO, 2007).

A Lei n°® 9.433 objetiva assegurar a atual geragédo e as futuras a necessaria
disponibilidade de 4gua, em padrdes de qualidade adequados aos respectivos usos; a
utilizacdo racional e integrada dos recursos hidricos com vistas ao desenvolvimento
sustentavel; a prevencdo e a defesa contra eventos hidrologicos criticos de origem
natural ou decorrentes do uso inadequado dos recursos naturais.

A gestdo das aguas afeta muitos aspectos da vida moderna e tem uma
influéncia interdisciplinar, tanto nas tarefas tradicionais como a seguranca e
drenagem, como também a salde e meio ambiente. Isso resulta na necessidade de
uma abordagem integrada acoplada a modelos para diferentes subsistemas de
elementos. Varios modelos hidrol6gicos ja existem como modelos de superficie livre,
modelos de fluxo e subterrdneos. Muitos programas de simulacdo hidroldgicos
subterraneos acoplados a superficiais e de qualidade de agua acoplados a quantidade
de aguas sao bastante utilizados (KAMP; SAVENIJE, 2007).

O estudo sobre a andlise do risco operacional sobre inundagfes, drenagem
urbana e qualidade das aguas dos recursos hidricos requerem estudos confiaveis, em
gue se reduza ao minimo possivel dos erros resultantes da nao-linearidade das
equacbes que regem, como os de evaporacao e infiltracdo. Uma abordagem muito
utiizada atualmente é a teoria multifractal para as sub-redes. Muitos modelos
hidrolégicos de comportamento envolvem certos pressupostos da matematica
justificado pelos dados empiricos e fisicos a base do raciocinio l6gico (PATHIRANA;
HERATH, 2002).

Para controlar a poluicdo dos recursos hidricos, um importante colaborador € a
implementacéo de acdes de prevencdes da saude e do meio ambiente, pois tem em
vista a prevengcdo dos recursos de tais sistemas. Dessa forma, a modelagem
matematica associada a realidade vigente de cada recurso hidrico pode contribuir na
tomada de decisdo para medidas as quais resguardem a qualidade e quantidade das

aguas.
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Compreender o fluxo, a dispersao e a decomposicdo dos compostos presentes
nos efluentes langados em canais naturais é de extrema importancia para a solugéo
de varios problemas presentes no despejo de efluentes domésticos e industriais nos
rios. Entre esses problemas, destaca-se a escolha do melhor ponto de emissao de um
efluente, a determinacédo da distancia necessaria para a dispersdo desse efluente e a
distancia para que ocorra a degradacdo das substancias biodegradaveis presentes
nesse langcamento. Entretanto, o mais importante é desenvolver ferramentas
numeéricas preditivas do impacto causado por novas emissodes de efluentes em um rio
e por outras situacdes que ponham em risco o equilibrio ambiental (BATSCHELET,
1989; BENQUE; HAUGUEL; VIOLLET,1982; CHRISTOFOLETTI, 1999; DALRYMPLE;
KNIO, 2001).

Um modelo de simulagdo € um conjunto de algoritmos matematicos e regras
gue representam processos fisicos. Um modelo é utilizado para projetar ou prever
parte da realidade. Para construir um modelo que é necessario para descrever uma
parte especifica da realidade através de um sistema. Um modelador descreve um rio
por varias seccbes com um determinado perfil, para isso é importante definir varios
parametros (KAMP; SAVENIJE, 2007).

Os modelos matematicos adaptados a realidade contribuem no planejamento
para tomadas de decisdo para que seja mantida a qualidade das aguas. Modelos
matematicos em hidrologia urbana cada vez mais aprimorados contribui para reduzir
as incertezas nos estudos de diagnostico dos sistemas existentes, de concepcao e de
dimensionamento das solu¢bes para a poluicdo dos rios (ALEGRIA; DINIZ, 2007).

A relacdo do ser humano com a natureza ndo é uma relacdo de mao Unica,
pois na verdade trata-se de uma relacdo na qual subjetivar as forcas da natureza é ao
mesmo tempo objetivar-se como homem, s&o dois momentos de um mesmo processo
(CIRIO, 2007).

1.3.2 MODELOS MATEMATICOS

Na busca de esclarecimentos, conhecimentos, novos fendbmenos e eventos, o
ser humano n&o os identifica somente pelas sensacdes ou pelas manifestacbes
imediatas, mas recorre a reflexdo e ao conhecimento acumulado, através da
formulacdo de hipéteses e da estruturacdo de modelos. Dessa forma, a abstracdo
constitui uma poderosa pega no exercicio eterno de aquisicdo de conhecimento, uma
vez que, para se compreender a imensa variedade de formas, estruturas,

comportamentos e fendbmenos residentes no universo, é necessario selecionar
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agueles de maior relevancia para o problema objeto de investigacdo e elaborar para
eles descricdes adequadas. (SAYAO, 2001).

A modelagem de dados surge como ferramenta conceitual para o auxilio na
organizacao, formalizacdo e na padronizacdo da representacdo de objetos do mundo
real como seres, fatos, coisas, organismos sociais ou fendomenos. (BORGES, 1996).

Com o auxilio da matematica o homem utiliza representacfes que sdo capazes
de explicar e interpretar fendmenos em estudo. A estas representa¢cdes damos o nome
de modelo. (SAYAO, 2001).

O uso da Matematica como linguagem simbdlica conduz a uma representacao
da situagdo problema em termos matematicos. Um modelo matematico pode ser
entendido como um conjunto de simbolos e rela¢gdes matematicas que representa uma
situacdo, um fendmeno ou um objeto real a ser estudado. (SAYAO, 2001).

O modelo de dados é, portanto um conjunto de conceitos usados para
descrever a estrutura de um determinado sistema. (BORGES, 1996).

Na construgdo de modelos, 0 que se objetiva é sua adequacdo a um
determinado propdsito. Os modelos, dependendo do caso podem ser adequados ou
inadequados para uma certa utilizagdo de forma que existem varios tipos de modelos.
(BORGES, 1996).

Os Modelos Mateméticos destinados ao controle de poluentes e de qualidade
de 4guas sao ferramentas importantes na tomada de decisdes no apoio a gestédo de
bacias hidrograficas. O planejamento e gestdo dos recursos hidricos em um pais de
grandes extensbes como o Brasil, geralmente, com bacias imensas, e um vasto
conjunto de elementos naturais e antrépicos, € um importante modelo hidrogréafico
deve permitir a representacdo espacial da regido, de forma a considerar fontes
difusas juntamente com fontes pontuais de polui¢ao.

O maior problema dos modelos é a avaliagdo da sua acuidade ou ajuste das
suas previsfes. Um segundo problema esta relacionado com o estabelecimento de
valores aos parametros do modelo e identifica-los com os parametros fisicamente
mensuraveis do mundo real.

Com o uso da modelagem os experimentos laboratoriais e as observacdes de
campo ndo podem ser desprezados, pois sdo de grande importancia em um
determinado experimento, principalmente quando se utiliza organismos vivos, onde o
seu comportamento ndo pode ser previsto.

Os modelos aumentam em muito a eficiéncia por meio de diversas maneiras,
pois através de suas previsdes pode-se determinar a melhor forma de atuacdo na

pratica e os seus limites (TAPIA, 2006).
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Em 2004, Larentis analisou o impacto do desenvolvimento sobre a qualidade
da 4gua na bacia do rio Taquari-Antas, utilizando para isso um modelo distribuido de
simulacao hidrologica e de qualidade de agua aplicavel a grandes bacias (> 1000
Km?2). Esse modelo utilizou ajustes de dados diarios de vazdo, concentracdo de
nitrogénio, fosforo e coliformes fecais, obtidos de coletas trimestrais. Larentis
estruturou o modelo IPH-MGBq (Modelo de Qualidade de Agua em Grandes Bacias)
em Quantidade (hidrolégico) e Qualidade das aguas. O ajuste com base na
concentracdo dos poluentes na bacia do Taquari-Antas, foi satisfatorio apesar dos
valores maximos e minimos ndo forem alcancados por serem singulares em um
determinado instante, mas a estatistica apresentou coeréncia com os perfis
observados.

Kachiashvili et al, 2006, desenvolveram um software baseado na modelagem
de distribuicdo da concentrag@o de substancias poluentes nos rios, devido a multiplas
fontes de substancias poluentes. O modelo incluio a equagéo de adevccgéo-difuséo e a
difusdo apenas.

Wang et al, 2004 verificou que os modelos matematicos para avaliar a
gualidade das aguas fluviais possuiam uma aplicagdo limitada devido a dificuldade de
preparacdo dos dados de entrada e de sua interpretacdo. Com isso, a gestéo e a
avaliacdo dos riscos de acgOes ficaram bastante limitadas. Através desse estudo, foi
apresentado o Sistema de Informacéo Geogréfica (GIS) um software para Rout, que
prevé as concentragdes quimicas residuais de mais de 10000 pontos de tratamentos
de agua de pontos residuais (ETAR). As cargas das ETAR sao calculadas a partir da
média de escoamento diarios dos produtos e esgotos da populacdo existente na area
de estudo.

Leal, Catalunha e Sediyama (2003) desenvolveram um modelo matematico
capaz de representar bacias hidrograficas e sua variacdo espaco-temporal. A bacia foi
dividida em segmentos nesse modelo, e foram atribuidas varidveis e parametros
capazes de representar suas caracteristicas mais relevantes a cada segmento. Dessa
forma, podem ser reproduzido os cenarios hidrogréaficos, ambientais e econémicos de
cada parte estudada, analisando assim ao longo do estudo suas caracteristicas. A
simulacdo espaco-temporal utilizando computadores foi possivel atravées de modelos
de bancos de dados dele derivados. Pode-se destacar desse estudo o processo de
tomada de decisdo na concessdo da outorga dos recursos hidricos em bacias
hidrogréficas. Nao s6 pode-se representar a dindmica dos recursos hidricos através do
modelo criado por Leal, Catalunha e Sediyama, mas também outros tipos de sistemas

de distribuigdo como liquidos e gases em condutos livres ou for¢ados.
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As propriedades de cada segmento, como oferta dos recursos hidricos do
corpo d’agua (geografica, hidraulica, geologicas, fisicas, quimicas, bioldgicas,
ambientais e econdmicas) bem como a demanda (agricola, pecuéria, industrial,
urbana, transporte, energética e lazer) permitem através dessa abordagem avaliar o
uso da 4gua e o seu impacto ambiental, estabelecendo respostas quanto ao uso
consciente e respeitando os limites de utilizacdo sem causar impactos ambientais
irreversiveis (LEAL, CATALUNHA, SEDIYAMA, 2003).

Sucupira, Pinheiro, Rosa (2006) realizaram uma analise morfométrica dividida
em 4 etapas. Na primeira etapa trataram da ordenacg&o ou hierarquizacdo da rede de
drenagem. A segunda etapa tratou da analise linear da rede de drenagem,
compreendendo assim as medi¢Oes efetuadas ao longo das linhas de escoamento. Na
terceira fase foi realizada a analise real da bacia hidrografica através do englobamento
das médias pluviométricas, além das lineares. Na Ultima fase, realizaram uma analise
hipsométrica que compreendeu a distribui¢cdo altimétrica da bacia, utilizando a imagem
digital CD, com composi¢do RGB de satélite.

Através do estudo de Sucupira, Pinheiro, Rosa (2006) foi possivel produzir
primeiramente o Modelo Digital de elevagdo (MDE) utilizando as curvas de nivel
digitalizadas, transferindo todas as informagfes para o software ARCVIEW 8.3 em
formato shapefile (SHP) o que possibilitou o seu estudo. O MDE apresentou-se como
uma excelente ferramenta na execucado de estudos geomorfolégicos, oferecendo
maiores detalhes e uma melhor percepcéo visual das formas de relevo, facilitando o
calculo dos parametros morfométricos. A analise morfométrica apresentou resultados
gue facilitaram a compreensao de forma integrada dos processos hidrogeolégicos da
bacia hidrogréafica do Rio Acarad.

Nihoul (1983), determinou um modelo matematico que inclui a determinagao da
concetracao de nutrientes, metais toxicos, pesticidas e 0s agentes patogénicos e o seu
comportamento ao longo do rio. Através desse modelo € possivel realizar o estudo do
impacto das usinas nucleares ao longo do Rio Meuse, juntamente com a determinagéo
da quantidade méxima de dejetos que podem ser langados sem causar danos
ambientais, satisfazendo a qualidade da agua de acordo com os parametros dos
regulamentos internacionais. O modelo proposto ndo € considerado apenas uma
ferramenta cientifica que fornece informag@es e alternativas para decisdes de gestéo
publica, porém também permite a previsdo de danos ambientais antes que eles
ocorram, sendo, portanto é uma aplicacdo fundamental proporcionada pelo modelo. A
economia dos recursos hidricos e as necessidades sdo tomadas em consideracdo nas

simulacdes realizadas pelo modelo.
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Os métodos de protecdo do ambiente podem ser comparados com isso

possibilitando escolher o melhor projeto ambiental com o objetivo de manter a
qualidade da agua.
Para reduzir os danos e prejuizos devido as inundacgfes foram construidos ao longo
dos anos taludes as margens do Rio Surma na india. Estas obras de engenharia e a
evolugdo tem sido benéfica para reduzir danos as propriedades e a intensificacdo da
producdo agricola alimentar, mas deram origem a impactos adversos sobre o
ambiente, tais como a redugéo da planicie aluvial &rea, com consequente aumento do
fluxo de agua e inundacgdes nivel dentro do canal Embanked e mudancga na circula¢do
dos sedimentos porque mudou de canal hidraulico, drenagem. Os modelos
matematicos estdo sendo cada vez mais utilizados pelos engenheiros e urbanistas nos
paises para avaliar e reduzir os danos nos rios.

Wahiduzzaman et al (2000) determinaram um modelo matematico-dimensional
aplicado para simular as varia¢cdes no nivel da agua e de descarga, no rio Surma. Os
resultados mostram o potencial do modelo de simulacdo na avaliagdo o
comportamento hidraulico do sistema fluvial. O modelo também é simulado o
desempenho do sistema que dé aos dados de entrada como topografia, margens, etc.
Esse modelo de simulagdo matematica constitui uma util ferramenta computacional
para o desenvolvimento, avaliagdo, controle e utilizagdo dos recursos hidricos. O
controle das inundacdes na area de estudo pode ser observado através da dragagem
do rio. Para atenuar os prejuizos causados pelas inundacdes os taludes de
planejamento dos recursos hidricos, gestdo e design, assim como estudo do impacto
de varios projetos existentes e propostos sdo determinados através do uso do modelo
matematico.

Segundo Meyer (2001), para rios de grande porte como 0s rios da Amazodnia
internacional sdo propostos modelos de estudo através de subdivisdes do
compartimento Unico na largura do rio, com o uso de diversos compartimentos
transversais. Nesse caso, € possivel tratar com diferentes valores a passagem de
poluente de um compartimento ao seguinte (na direcdo rio abaixo) para diferentes
posicoes, respeitando a maior velocidade no centro do rio e velocidades bem menores
a medida que se esta mais proximo a margem. Esse tipo de abordagem, porém
apresenta dificuldades devido & medida que aumenta a mobilidade do poluente no
meio estudado, maior deveria ser o numero de compartimentos necessérios para
continuar a visualizar o que ocorre, e isso sem que sejam modelados os principais
fendmenos envolvidos. E preciso considerar, na modelagem, as variaveis espaciais e

ndo apenas a variavel temporal.
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O modelo matematico de conservacdo de massa e a equacédo de difusdo € o
tipo mais trabalhado por grande parte dos pesquisadores de Ecologia Matemética, no
campo que se convencionou chamar de Ecotoxicologia. O principio basico dessa
equacgdo se baseia na taxa de variagdo da concentracdo da massa por unidade de
tempo € igual a taxa de variagdo da massa que entra menos a que sai dessa regido, a
menos de sorvedouros ou fontes que possam ai existir. E importante salientar,
também, que outros pardmetros podem variar no espago, no tempo e até com a
propria concentracdo do poluente. Em alguns casos, por exemplo, temos a
difusibilidade podendo permanecer constante, ou variar no espacgo ou ainda depender
da concentragéo de poluente.

Machado (2006), desenvolveu um modelo Fluidodindmico computacional
tridimensional para simular a dispersdo de substancias sollveis em rios. O método dos
volumes finitos foi utilizado para aproximar as equagfes de conservacdo de momento,
de massa e de espécie quimica. O sistema de coordenadas cartesianas foi escolhido
para representar o sistema. Foi utilizado um modelo algébrico de turbuléncia de ordem
zero. O modelo de Streeter-Phelps foi usado para predizer a concentracdo de
substancias organicas e de oxigénio dissolvido ao longo do rio. O modelo também
pode predizer o impacto causado pela ocorréncia de multiplos pontos de emissao no
trecho estudado. O modelo matematico foi desenvolvido na linguagem Fortran. A
forma de modelagem apresentada permite obter a determinacdo da porcentagem de
efluente presente no escoamento ao longo de todo trecho estudado. A obtencéo de
um perfil de concentracdo em termos de porcentagem de efluente € interessante,
particularmente no estudo apresentado, uma vez que se desejava tracar uma
comparacgao dos resultados com dados de toxidades existentes.

Em 1999 Lien et al propuseram um modelo de profundidade média
bidimensional para simular as caracteristicas do fluxo existentes em canais curvos. O
modelo desenvolvido levou em consideracdo a existéncia de um fluxo secundario
através da existéncia de um fluxo secundéario determinado através de um fluxo de
dispersao. O sistema de coordenadas utilizado foi o ortogonal curvilineo. A validade do
modelo foi comprovada através dos resultados obtidos com dados experimentais
existentes. A acdo do vento sobre as aguas que provocam tensdes de cisalhamento
na sua superficie foi considerada nula. O fluxo secundario era provocado pelo
desequilibrio entre as forgas centrifugas e de pressdes transversais resultantes pela
elevagdo da superficie da agua. O campo de velocidade assumido foi de distribuicdo
logaritmica. Nas fronteiras sélidas, a lei da parede foi aplicada fora da subcamada
laminar e da camada de transicdo. Os resultados obtidos considerando o fluxo

secundario e em condicdo de ndo-deslizamento apresentaram boa concordancia com



27

os dados experimentais no caso de canais que apresentam curvatura média
(MACHADO, 2006).

O método dos volumes finitos usados para estudar numericamente o
comportamento em um fluidos com escoamento através de um canal de secgéo
transversal retangular que apresentava uma repentina nesta se¢do foram expirados
nas equacdes de Navier-Stokes. Com uma expansao na razao 1:3 foram realizadas
todas as simulagdes e as condi¢cdes de contorno e de simetria foram determinadas
para as paredes. Os resultados apresentados demonstraram uma zona de
aparecimento de zonas de circulagdo ap0s a expansdo, ndo ocorreu henhuma

comparagdo com dados experimentais.

1.3.3 DERIVADAS

Os principais conceitos sobre derivadas foram introduzidas por Newton e
Leibniz, no século XVIII. Tais idéias, ja estudadas antes por Fermat, estdo fortemente
relacionadas com a nogao de reta tangente a uma curva no plano. Uma idéia simples
do que significa a reta tangente em um ponto P de uma circunferéncia, € uma reta que
toca a circunferéncia exatamente em um ponto P e é perpendicular ao segmento OP,

como vemos na figura abaixo:

A derivada de uma fungdo y=f(x) num ponto x = x,, é igual ao valor da

tangente trigonométrica do angulo formado pela tangente geométrica a curva
representativa de y = f(x), no ponto X = x,, ou seja, a derivada € o coeficiente angular

da reta tangente ao grafico da fungdo no ponto x,.

A derivada de uma funcdo de uma variavel é definida como um processo de

limite. Considera-se a inclinacdo da secante, quando os dois pontos de intersecgdo
com f(X) convergem para um mesmo ponto. Neste limite, a inclinagdo da secante se

iguala a da tangente.
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Figura 1 — Grafico da inclinagdo da secante a curva de f(x)

Essa idéia é expressa no quociente de Newton; onde h, isto é AX, é a distancia entre
0s pontos de intersec¢cdo da secante no eixo de coordenada X:

1oy _ e JEAR) = F(2)
o = i T

Suponha que se queira encontrar a derivada de uma funcédo f(x), em Xx. Se
aumentamos x em uma quantidade pequena, AXx, pode-se calcular f(x + AXx). Uma
aproximacao da inclinacdo da tangente a curva é dada por (f(x + Ax) - f(x)) / Ax, que
€ uma forma de dizer: a mudanca de f dividida pela mudanca em X. Quanto menor
Ax ficar, melhor a aproximacao serd. Matematicamente, se define a derivada como

sendo o limite da razdo acima quando AX tende a zero.
Como a substituicdo simples de AXx por O resulta em divisdo por zero, o

numerador deve ser simplificado de tal forma que Axpossa ser fatorado e entéo

cancelado com o denominador. A fungdo resultante, f '(x), € a derivada de f(x).
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Figura 2 — Grafico da inclinacédo da tangente a curva como a derivada de f(x)

Podemos representar a derivada de uma funcdo y= f(x), também pelos

simbolos: y' dy/dx ou f" (X).

A derivada pode ser usada para determinar a taxa de variagdo de alguma coisa
devido a mudancgas sofridas em uma outra ou se uma funcéo entre os dois objetos
existe e toma valores continuos em um dado intervalo. Por exemplo a taxa de variagao
da posicdo de um objeto com relacdo ao tempo, isto €, sua velocidade, é uma
derivada.A operacdo inversa da derivada € a Primitiva. Dai podermos afirmar

logicamente que uma das primitivas da derivada de uma fungéo tem como resultado a

propria fungéo. P f'(x)= f(x) + C, em que C=Constante.

lezzi, Murakami, Machado (2005) definiu Derivada no ponto X, como sendo
uma funcéo f definida em um intervalo aberto | e X, um elemento de |I. Chama-se

derivada de f no ponto X, o limite

L f0) — fo)
1m

X=X X — xo
Se existir e for finito.

A diferenca A = X — Xy € chamada acréscimo ou incremento da variavel x

relativamente ao ponto x,. A diferenga Ay = f(x) — f(x,) € chamada acréscimo ou
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Ax] _ £ 0= Fxo)

incremento da fungéo f relativamente ao ponto X, O quociente l—
Ay X—Xo
recebe o nome de razdo incremental de f relativamente ao ponto X

A derivada de f no ponto X pode ser indicada das seguintes formas:

fxo +Ax) — f(x)

X — X

f'(xo) = lim
X—Xg

ou

' _ Ax
f(xg) = A;IEOE

ou

f,(xo) — lim f(xO + AX) - f(xO )

X—=Xg Ax

Quando existe f'(xo) dizemos que f é derivavel no ponto X, Dizemos também

que f é derivavel no intervalo | aberto quando existe f' (Xo) para todo xp€ I.

As derivadas sdo ferramentas Gteis para examinar graficos de funcdes. Em
particular, os pontos no interior de um dominio de uma fungdo de valores reais que
sejam um extremo local terdo a primeira derivada igual a zero. No entanto, nem todos
0s "pontos criticos" sdo extremos locais. Alguns sdo pontos de inflexdo. A segunda
derivada é a forma de avaliar esses pontos criticos: se a segunda derivada do ponto
critico é positiva o ponto € um minimo local, se negativa, € maximo. Se é nula, o ponto
é de inflexdo ou parte de uma zona constante (possivelmente ainda um extremo local,

mas nao necessariamente).
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Uma vez que o0s extremos locais tenham sido encontrados, torna-se
geralmente facil ter uma ideia do grafico da funcéo, uma vez que (no caso de dominio
de uma s6 dimenséao) ela serd crescente ou decrescente de forma uniforme exceto
nos pontos criticos, e logo (assumindo que é continua), terd valores entre os valores

nos pontos criticos em cada lado.

1.3.4 INTERPRETAGAO GEOMETRICA

Seja f uma fungdo continua no intervalo aberto |. Admitamos que exista a

derivada de f no ponto Xy € l.

Dado um ponto x €1, tal que x # Xo, consideramos a reta s determinada pelos
pontos P (Xo, f (X0) € Q (X, f (X))

A reta s € secante com o grafico de f e seu coeficiente angular é:

_ @ = @)

x_xO

tg a

portanto, tg a é a razdo incremental de f relativamente ao ponto X,

A derivada de uma funcgdo f no ponto X, € igual ao coeficiente angular da reta

tangente ao grafico de f no ponto de abscissa X,

1.3.5 SCILAB

O Scilab é um software gratis com cédigo fonte aberto, uma ferramenta
utilizada para o desenvolvimento de sistemas, controle automatico e processamento

de sinais, criado e mantido pelo INRIA.

O Scilab é uma aplicacéo informatica de calculo algébrico composta de trés
partes distintas, mas de facil integracdo e utilizacdo: um interpretador de comandos,

fungBes Scilab pré-definidas e os toolboxes que sdo as livrarias de programas.
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O Scilab apresenta um ambiente de trabalho com grandes potencialidades e de
facil compreenséo. O fato de ser programavel permite ao utilizador implementar suas
proprias rotinas ou simplesmente adaptar outras ja existentes, de forma a conseguir

um maior rendimento desse software em situacdes mais especificas.

Para se instalar o Scilab, é bastante simples, basta apenas acessar o sitio na

internet e permitir o download através de sua pagina.

Possui seu uso legalizado para o0 ensino e a pesquisa académica, podendo
comunicar-se com outros grupos. Permite ainda o desenvolvimento de programas
especializados que podem integrar ao pacote de forma simples e modular através de
bibliotecas.

Através da utilizagdo do ambiente Scilab é possivel resolver diversos
problemas envolvendo matrizes, polindbmios, razbes de polinémios, fungbes de

transferéncias, equagdes de estados e etc.

Funcdes primitivas basicas como algebra linear, solugbes de EDOSs,
otimizacdo, controle automatico e processamento de sinais sdo resolvidas através de

simples comandos em fracdes de segundos.

O Scilab é também um ambiente de programacdo que permite a criagdo de
novas fungdes ou bibliotecas pelo usuério, facilitando o seu uso. Possui 0 ambiente
gréfico SCICOS, que permite a criagdo de diagramas de blocos e simulacdo. Permite a

traducéo para programas e toolboxes do Matlab.

A linguagem escritas das func¢des séo utilizadas podem ser em C e Fortran. As

ferramentas de programacéao sao:

- Operadores ==, <, >, <=, >=e <>;

- Lago for e lago while;

- Condicionais if — then — else e select — case;
- Xi s@o 0s argumentos de entrada;

- yj sdo os argumentos de saida.
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As funcbes podem ser definidas in line ou em arquivos (extensdo .sci),

podendo conter diversas fungoes.

As funcdes Scilab sdo também objetos validos, partindo do principio que séo
interpretadas corretamente pelo médulo central de execucéo da aplicagdo. Podem ser
de dois tipos distintos: intrinsecas e criadas pelo utilizador. Em ambos o0s casos o seu
reconhecimento pode ser efetuado pela seguinte estrutura constituinte obrigatéria:

[< obj >=]nome_fungio(argl), (arg2) ...)

7

Qualquer funcdo € identificada pelo seu nome (maior parte em inglés) e
obviamente Unica. N&o podem existir duas fungbes com o mesmo nome, Encerrados
entre parénteses, poderdo existir mais de um argumento. Argumento € um elemento
programatico que promove a passagem de informagdo para a funcdo, para ser
processado por ela, de acordo com o objetivo que determinou a concepcdo e
implementacdo dessa fungdo. Existem regras que devem ser respeitadas pelos

argumentos tais como: o nimero, o tipo de informacéo e tipo de entidade.

Os graficos produzidos em 3D podem ser manipulados através do Metanet,
facilitando assim a interpretacdo em diversos planos e cortes, de acordo com a
necessidade da pesquisa. A escala e o estilo do grafico sdo determinados pelo
usuario, dependendo apenas do seu comando no momento de alimentar os dados no

programa.

As molduras, legendas e subdivisbes dos eixos podem ser determinadas pelo
usuario bastando apenas que seja definidas pelos comandos, assim como a grade,

titulos e seus parametros.

Um comando Scilab é uma designacao atribuida as expressoes interpretadas
pelo nacleo central da aplicagdo e que desencadeiam uma de duas reagfes: de

conformidade quando o comando esté correto ou de erro quando néo esta.
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1.3.6 EQUACOES DIFERENCIAIS E MODELAGEM ATEMATICA
DE SISTEMAS FiSICOS

1.3.6.1 O QUE SAO EQUAGOES DIFERENCIAIS

Em matemética, uma equagao diferencial € uma equacéo cuja incognita é
uma funcéo que aparece na equacgao sob a forma das respectivas derivadas. As

equac0es diferenciais sdo essenciais para o campo da Fisica.
As equacg0es diferenciais dividem-se em dois tipos:

e Uma equacéo diferencial ordinaria (EDO) contém apenas fun¢des de uma

variavel e derivadas daquela mesma variavel.

e Uma equacao diferencial parcial (EDP) contém fungdes com mais do que uma

variavel e suas derivadas parciais.

As equac0es diferenciais sdo usadas para construir modelos matematicos de

fendmenos fisicos tais como na dinamica de fluidos e em mecéanica celeste. Deste

modo, o estudo de equacdes diferenciais € um campo extenso na matematica pura e

na matematica aplicada.

Equacdes diferenciais tém propriedades intrinsecamente interessantes tais como:

e solucdo pode existir ou ndo;

e Caso exista, a solucdo é Unica ou nao.

As equac0es diferenciais tém inimeras aplicacdes praticas em medicina, engenharia,
guimica, biologia e outras diversas areas do conhecimento. As solucdes destas
equacdes sao usadas, por exemplo, para projetar pontes, automoveis, avioes e

circuitos elétricos.

Estudando fisica, € comum modelar o desenvolvimento ao longo do tempo de
um sistema mediante o uso de equacgdes, por exemplo, no ensino médio quando um
veiculo move-se em linha reta e a velocidade é tida como constante V, a partir de um
ponto inicial S, entdo podemos encontrar sua posicdo apds o tempo decorrido t
(contado a partir do instante que o veiculo inicia seu movimento no ponto S,) pela
equacgao:

S=§5,+Vt


http://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Equa%C3%A7%C3%A3o
http://pt.wikipedia.org/wiki/Fun%C3%A7%C3%A3o
http://pt.wikipedia.org/wiki/Derivada
http://pt.wikipedia.org/wiki/F%C3%ADsica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Equa%C3%A7%C3%A3o_diferencial_ordin%C3%A1ria
http://pt.wikipedia.org/wiki/Equa%C3%A7%C3%A3o_diferencial_parcial
http://pt.wikipedia.org/wiki/Derivada_parcial
http://pt.wikipedia.org/wiki/Din%C3%A2mica_de_fluidos
http://pt.wikipedia.org/wiki/Mec%C3%A2nica_celeste
http://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tica_pura
http://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tica_aplicada
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O caso citado acima é apenas um caso particular de um caso mais geral no
qual o veiculo move-se em velocidade uniformemente variada, i.e, com aceleracdo
constante aem linha reta (no caso anterior, a =0) que é dada pela equacéo descrita

abaixo:

S=S§,+V,t+ aﬁ

2
Na realidade, 0 que ocorre € gue 0s veiculos passam por momentos de
aceleracdo, desaceleracdo, velocidade constante e o0s valores de aceleracdo e

velocidade podem variar entre um momento e outro.

Isaac Newton (1643-1727) em 1687 prop6s a seguinte abordagem:

guando um corpo se move a velocidade V=V(t) determinada durante todo o
tempo do percurso. Se o intervalo de tempo At entre duas medicdes de velocidade,
nos tempos (t; e t,) for muito pequeno a velocidade ficara praticamente constante e

igual a V=V(t;) e podemos escrever S, =S,+Vt, e S, =5, +Vt,obtendo que o

intervalo percorrido pelo corpo sera de, aproximadamente, AS =S, —S, =VAt o que

o AS - .
implica que V ;X. Quando a taxa de variagcdo relativa entre duas grandezas
t

(distancia percorrida e tempo) e as respectivas grandezas sdo tomadas
arbitrariamente proximas é o conceito de derivada conforme estudado por Newton.
Conforme visto, Newton estabeleceu que

V(t)=‘;—f (1)

i A I .
Nessa expressao, Z—?substltw a razao A—prSSIbIIItandO assim que tanto S

guanto t sdo tomados préximos um do outro o quanto se queira. O simbolo de
aproximacao = na expressao do quociente € substituido por uma igualdade.

Se f :(a,b) > Ré fungdo continua definida no intervalo aberto (a,b) no qual a<b

f(x+hz— T gesde que o limite do lado

- f .
entdo podemos definir que d—=I im
dx h—0

direito exista’.
V(t)=d—S
Equacbes como dt (1), que relacionam uma funcdo (naquele

exemplo, V=V(t)) com a derivada de outra funcdo (naquele exemplo, S=S(t)) séo

' Nos cursos universitarios de calculo tal conceito, suas propriedades e aplicagdes sdo estudadas com
muito mais detalhamento.
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chamadas de equacgdes diferenciais. A ordem de uma equacéao diferencial € o grau da

mais alta derivada envolvida na equacao. Vejamos alguns exemplos:

a) ﬂ = —hﬁ(equagéo de Torricelli, mede como o nivel y(t) de um reservatério

dt
varia conforme o tempo se 0 mesmo perde 4gua a uma taxa de vazdo h
exclusivamente sob a acdo da gravidade)

ar

b) =—k(T —T,)(Lei do resfriamento de Newton, mede como a temperatura

T(t) de um corpo varia com o decorrer do tempo se 0 mesmo esta resfriando
em um ambiente de temperatura constante igual a T, e a condutividade térmica

do material é iguala k > 0)

2
%-FC%-F kx = F(t) (Movimento massa-mola, mede como a deformag&o

X(t) de uma mola com constante de Hooke igual a k varia quando ela é ligada a

c) m

uma massa m e € sujeita a um amortecimento cuja constante é c e a uma forca

que varia ao longo do tempo segundo a fungéo F(t) )

As equagOes a e b sdo de 12 ordem (apenas uma derivada, assim como a do
ds
t)=—

exemplo dt (1) ) e a equacéo c de 22 ordem. Se substituirmos as apari¢cdes

. A . . . d
da derivada por poténcias de uma variavel ficticia z (ou seja y=1z", d_)t/: z®

d? . . I .

sz =z ..)) e considerarmos a variavel t como constante numa equacéo diferencial
e o resultado for um polinédmio na variavel z, entdo diremos que a equacao € linear,
nos demais casos, a equagao é chamada de néo linear. Em uma equacéo linear, se o
termo independente do polinbmio for constante entdo a equacdo é dita linear e

homogénea. Nos exemplos anteriores:

a) ?j_i/=_h\/§. Faca y=z" e 3—{: z' obtendo z —hv'z” =0 de forma que

a equacao nao é linear. Observa-se que nado ha termo independente de z , por

isso a equacdo é homogénea
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b) ?j_-lt- =—k(T -T,). FacaT =z e C:j—-lt- =2 obtendo z +kz” —kT, =0 que

é a equagéo de um polindmio em z. O termo independente de z € —KkT, que so

€ nulo se Ty=0, portanto, somente neste caso, a equacédo é linear e também

homogénea.

’ 2
(;tzx+0%+kx: F(t). Fazendo x=2z, %:Z“)e M

it el z® obteremos

7 s

mz® +cz” +kz” —F(t)=0. O termo independente de z é —F(t) que s6 é

nulo se o sistema massa-mola n&o sofrer influéncia externa (por exemplo, uma
massa ligada a uma mola sob acéo da gravidade mas sem atrito). Neste caso,
a equacéo é linear e homogénea. Se o sistema estudado sofrer influéncia

externa, a equacao sera linear e nao homogénea.

As técnicas estudadas resolvem analiticamente uma equacao diferencial se a
equacao for linear, homogénea e de baixa ordem. Com outros casos (por exemplo,
mesmo na equacdo de Torricell) ou precisaremos empregar uma mudanca de
variaveis ou técnica avangada de solugéo por fungdes especiais (funcionando apenas
em alguns grupos restritos de equagdes diferenciais) ou entdo devemos utilizar uma
técnica ou método numérico de solugao.

O que entendemos por solugdo de uma equacdo diferencial e as técnicas
numeéricas, podem ser exemplificadas, através da obtencdo de solugdes
aproximadas. Resolveremos detalhadamente duas equacdes diferenciais classicas: A
equacao do decaimento exponencial (presente em processos radioativos) e a equacao

pendular (presente em processos periédicos ou oscilatorios).

1.3.6.2 RESOLVENDO EQUAGOES DIFERENCIAIS

No tocante ao exemplo do movimento do mével: Percebe-se que a equacao
ds
V({t)=—
dt (1) fornece uma maneira de, dada a fungao V(t) que representa como o
corpo muda a velocidade ao longo do tempo, encontrar a equacdo de como sua

distancia ao ponto S, muda. Analisaremos alguns casos abaixo:
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Caso 1, Velocidade permanecendo constante: Este caso equivale a fazer V(t)=V, e ja
sabemos que a solugdo é S=S,+Vt. Se, no entanto ndo soubéssemos disto

poderiamos fazer:

V()= Z—f =S() = IV (Hdt = jVOdt =V, t+ K onde utilizamos o teorema fundamental

do célculo para passar da derivada para a integral e usamos a tabela de integracao
(vide apéndice) para calcular a ultima integral.

As equacdes Integrais sdo, grosso modo, inversas das derivadas onde o termo
“a grosso modo” foi utilizado porque quando uma fungéo possui inversa ela (a inversa)
€ Unica 0 que ndo é o caso da integral. Funcbes diferentes podem ter a mesma
integral porém sabemos que, neste caso, elas diferem (as integrais) uma da outra por
um valor constante e indeterminado (o termo K da equacéo acima presente em todas

as integrais primitivas dadas no apéndice).

No exemplo supracitado, empregado de forma geral — em todas as equacdes
diferenciais — a solucdo € dada por uma fungao e ndo por um numero (o0 que €
natural, pois estamos calculando como a distancia S varia ao longo do tempo) e esta
fung&o possui um termo indeterminado que somente é conhecido com base no estudo

do problema original. Neste caso, no tempo t=0 sabemos que S(0)=S,.

Substituindo este conhecimento na equagao S(t) =V,t + K teremos

S, =S(0)=V,x0+K = K =S, o que conduz ao resultado ja conhecido S =S, +V,t

Caso 2, A velocidade variando de forma constante: Equivale a fazer

2
V =V, +at. Substituindo na expresséo da solugdo S(t) = IVO +atdt=V,t+ at? +K

e fazendo S(0)=S, como no caso anterior obteremos o resultado conhecido

2

S=S§, +V0t+a%

Caso Geral: Percebe-se que uma vez de posse da expressao integral da

solugéo, neste caso, S(t) = IV (t)dt podemos calcular a solugdo qualquer que seja a

expresséao de V(t). Por exemplo, se V(t)=V, +at +bt’ (um caso no qual a prépria

aceleracao varia e que ndo é estudado no ensino pré-universitario) encontrariamos a

2 3
expressdo S(t) = J. V, +at+bt* dt =Vt + aE + b? +K e usando a condigdo
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2 3
inicial S(0)=S, obteriamos a solucdo geral S(t)=S, +V0t+at?+b§, podemos

repetir este procedimento qualquer que seja a expressao de V(t) desde que saibamos

calcular a integral IV(t)dt (por exemplo, se sua expressao for tabelada como as

expressdes constantes no apéndice).

Mesmo quando a solucdo ndo € tabelada (ou mesmo conhecida) podemos
sempre encontrar uma aproximagdo numérica da solugdo mediante técnicas
numéricas de integracao tais como a técnica de Simpson, por exemplo.

Os casos em que podemos encontrar uma “férmula” para solugdo (mediante
técnicas matemética avancadas ou mediante funcdes tabeladas) sdo chamados de
casos analiticos e, infelizmente, sdo a minoria na pratica. Enquanto que nos nao-
analiticos séo resolvidos de forma aproximada por algum método numérico. Antes de
registar as técnicas numéricas mais simples para resolucao de equacdes diferenciais
(nas quais sabemos ou ndo uma expressao integral) vejamos mais dois casos

interessantes que ilustram alguns outros aspectos das equactes diferenciais:

1.3.6.3 EQUAGAO DO DECAIMENTO RADIOATIVO

O Decaimento Radioativo € a desintegracéo de um nucleo através da emissao
de energia em forma de radiacdo. A radiacdo € um tipo de emissdo de energia que
pode se propagar por meio de particulas (radiacdo corpuscular) ou por meio de ondas
elétromagnéticas (radiacéo elétromagnética).

De acordo com a fisica de particulas, decorrido o chamado tempo-de-meia-vida
de um isétopo radioativo, sua massa ativa cai a metade. Assim, essa massa em um
dado instante € proporcional a massa ativa no instante imediatamente anterior o que é

descrito pela chamada lei de decaimento

dM (1)

i =AM (1) (2)
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Nao devemos repetir o procedimento que usamos no caso do veiculo em

movimento, pois a expressdo resultante seria M(t) = AI M (t) dt e a fungdo M(t) que

queremos calcular encontra-se de forma insoluvel tanto no lado esquerdo quanto no

lado direito da igualdade.

Casos iguais a esses sdo bem comuns, mesmo entre os analiticos. Pode-se

M =M (1)
observar, no entanto, que a equacgéo dt (2) é linear e homogénea e, nos

cursos de célculo avancado, mostra-se que, se a equacao linear e de primeira ordem

for do escrita como?

Y L Py = Q)
dx

Y(Xo) =Y e

Entdo sua solucéo® é dada pela expressao:

* Esta forma é chamada de forma geral do problema de valor inicial (PVI) para equagdes lineares de 1*
ordem (homogéneas ou nao)

* Nos cursos de calculo avangado, é estudado o chamado Teorema da Existéncia e Unicidade o qual
garante que, em condi¢des muito gerais, s ha uma solugdo de uma dada EDO satisfazendo as condigdes
iniciais, ou seja, se encontrarmos, por alguma técnica qualquer, uma solug@o, podemos ter certeza de que
ndo ha outras a procurar.
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X

y(x)=exp| — [Pt |} [| Qtyexp| [P(s)ds | |dt+y,

Xo

(4)

Embora seja uma expressao complexa

y(X) =exp [— J. P(t)dtHI[Q(t)exp[I P(s)dsﬂdt + yo}
. o o (4), permite, uma vez conhecida

a expressao de P(x) e Q(x) calcular a expressao de y(x). As integrais (definidas) que
aparecem nesta expressdo sdo particularmente Uteis, pois permitem um facil calculo
numérico utilizando ferramentas tais como o Scilab. No decaimento radioativo, porém,

€ simples o suficiente para efetuarmos as integracfes envolvidas na expressao

y(X) = exp {— J. P(t)dtHJ-[Q(t)exp[J. P(s)dsﬂdt + yo}
. o . (4) utilizando uma tabela de

integracdo. Vejamos:

dy B dM _
&Jr P(X)y =Q(x) equivale, para o decaimento radioativo, a { gt onde a
Y(X,) =Y, M(t,) =M,

variavel x é substituida pela variavel t, a funcéo y pela fungdo M(t) e My é a massa
inicial do is6topo radioativo. Comparando as expressfes, conclui-se ainda que
P(xX)=P(t)=41
Q) =Q(t)=0

y(X) =exp [— J. P(t)dtHI[Q(t)exp[I P(s)dsﬂdt + yo}
Xo Xo Xo (4)

M (t) = expﬁzdg}j[()xexpﬁ1dsﬂdt + MO} =exp(- At —t)){M, } = M, exp(A(t, —1))

Substituindo agora na expressao

ty ty Xo
assim:
M(t) =M, exp(A(t, —1))
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Em que o fato de Q(t) =0 anulou a integral entre os { } e, ha primeira integral, a

variavel t foi substituida por & para ndo confundir-se com a variavel tempo (t).

0] Scilab possui a expressao

Xo Xo Xo

y(X) = exp(— IP(t)dt] | Q(t)exp[j P(s)ds} dt +,
4

implementada como o método interno ode (um pequeno manual do Scilab é
dado no

apéndice). O codigo no Scilab que calcula a expressao

Xo Xo Xo

y(X) = exp(— IP(t)dt] | Q(t)exp[j P(s)ds} dt +,
4

a partr da equagédo

Y pxy =Q(x)
dx

y(Xo) =Y

diferencial dada pela expresséo (3) segue como exemplo:

function [ydot]=PVI_linear_laOrdem(Xx,y)
ydot=funcaoQ(x)-y.*funcaoP(x);
endfunction;

function [sol]=Solucao_PVI(x0,y0,x,npontos)
sol=o0de(y0,x0,PontosX,PVI_linear_l1aOrdem)
endfunction;

Figura 3: Cédigo do Scilab para calculo da expressdo 4 dados os codigos das fungdes P(x) e Q(x)
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A fim de verificar a precisdo das aproximagfes numéricas envolvidas, facamos
Mo =1, A=0.1, t,:=0 e t = 5 na solugdo exata M(t)=M,exp(A(t,—t)) e na solugéo
aproximada pelo Scilab com o método ode. O codigo completo da expressao, neste

caso, é:

X =5; /laqui x faz o papel da variavel t
lambda = 0.01;

x0 = 10; //xo=Mo no decaimento exponencial
x =5; /laqui x faz o papel da variavel t
npontos=10;

function [valor]=funcaoP(x)
valor=-lambda;
endfunction;

function [valor]=funcaoQ(x)
valor=0;
endfunction;

function [ydot]=PVI_linear_laOrdem(x,y)
ydot=funcaoQ(x)-y.*funcaoP(x);
endfunction;

function [sol]=Solucao_PVI(x0,y0,x,npontos)
//Solucao do PVI com condigéo inicial y(x0)=y(0) de x0 a x calculada em n pontos
PontosX=linspace(x0,x,npontos);
sol=ode(y0,x0,PontosX,PVI_linear_1aOrdem)

endfunction;

Figura 4 - Coédigo completo do Scilab

E, realizando os célculos e visualizando (usando a funcédo plot do scilab) as

duas solugdes:
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Figura 5: A linha continua indica o valor exato da solu¢éo. Os pontos marcados foram
as aproximag®es calculadas pelo Scilab. O erro entre ambas, no pior caso, foi menor
que 10 %

1.3.6.4 MOVIMENTO OSCILATORIO

Os fenbmenos oscilatérios estdo associados as solu¢des da chamada equacao
pendular. O estudo da equacgé&o péndular envolve sobretudo a teoria das equacdes

diferenciais e das integrais elipticas.

d’y
=A 5
oY (5)
d’y _ Ay
As equacfes como a equacao dx? (5) fazem parte de uma classe mais

ampla de equacdes diferenciais chamadas de equacfes diferenciais lineares de 22

ordem cuja formulacéo geral &

Y 00 g0y = F0)

dx dx
Y(Xo) = yo (6)
Y'(%) =Y,

Quando f(x) é identicamente nulo chamamos a equacdo de homogénea e
quando p(x)=p e q(x)=qg (p e g constantes) chamamos de equacéo linear a coeficientes
constantes. Note que o problema de valor inicial, neste caso, precisa de duas

condigdes iniciais (uma


http://pt.wikipedia.org/wiki/Equa%C3%A7%C3%B5es_diferenciais
http://pt.wikipedia.org/wiki/Equa%C3%A7%C3%B5es_diferenciais
http://pt.wikipedia.org/wiki/Integral_el%C3%ADptica
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sobre o valor inicial da funcdo e outra sobre o valor inicial de sua derivada simbolizada

pela notagao ﬂ =Y'(x)).
dx

Ha uma teoria especifica sobre o caso de equacgdes lineares com coeficientes
constantes (homogéneas ou ndo em qualquer ordem) mas ndo ha, como no caso 12
ordem, uma férmula analitica para o caso geral. Um método comumente utilizado para

aproveitar parte da teoria do caso de 12 ordem é fazer a adicdo de uma nova variavel

d’y dy
+ p(X)==+ag(x)y = f(x
a IO()OIX a(x)y = 1(x)
y(xo) =Y
q y'(xo) = y'o
= d_y gue permite escrever a equacao (6)
X

como o sistema de equacdes de primeira ordem:

,_dy
M {4 dx
3t POOZ=F0-a00y
X

A custa do aumento do nimero de variaveis. Observe que podemos reescrever

(7) na notagéo vetorial como

@ = AX)Z + F(X)
dx

onde z:(zl(x)j{y(x)) A(x):( 0 ! je F(x):( 0 J
Z,(X) Z(x) —q(x) —p(x) f(x)

. y
e as condicdes iniciais sdo Z(X,) = ( '0
0

O que pode, facilmente, ser entendido para qualquer nimero de variaveis.

Embora ndo exista uma formula especifica para resolver equagdes diferenciais

d’y

_ - e ~ 2 ~
lineares ou ndo de 22 ordem, no caso especifico da equacao dx (5) a solucéo

analitica é conhecida e igual a:
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C,exp(WAX)+C, exp(—/Ax), sel>0
y(X) = C,+C)x, sed=0
C,cos(y| A [x+C,sin(yJ| A [X, sed<0

Onde:
c - 2, 'A%, + Ay, exp(24/1X,)
. e (2x,) +exp(3Ax, ) 10
C. — Yo (exp (24 AXq ) —2Y,'y AX, exp(\/ixo)
’ 1+ Aexp(247X,)
{Cl Yo=XYo' i
Cz =Y,

c = 2% Yo'sinGA A1 %) = Yorll Aleos ([ 21%,)

| I 21Gsin( 2] %) +cos(| 2] %,)) 010
2 2% Yo' cos(J1 A1 %) + Yol Alsin (2] %,)
2 I Z1Gsin( 21 %) +cos(| 2] %,))

As constantes no Scilab, a mesma fun¢édo ode pode aproximar numericamente a
solucdo quando a equacao diferencial é escrita na forma vetorial. Os exemplos que
seguem, verificam a precisdo da aproximacdo nos seguintes casos:
A=-1,A=0eA=1 com as condi¢bes iniciais X, =0,y,=0,Yy,'=1. O script do
Scilab para cada caso é apresentado abaixo bem como o grafico da solucdo

encontrada versus a solucao real.

//ICODIGO PARA CALCULO DA SOLUCAO DO PVI DE 22 ORDEM
lambda = -1;

x0 =0;

y0=0;

yl=1;

x =5; /laqui x faz o papel da variavel t

npontos=100;




function [valor]=funcaop(x)
valor=0;

endfunction;

function [valor]=funcaoq(x)
valor=-lambda;

endfunction;

function [valor]=funcaof(x)
valor=0;

endfunction;

function [valor]=funcaoF(x)
valor=[0;funcaof(x)];

endfunction;

function [valor]=funcaoA(x)
valor=[0,1;-funcaoq(x),-funcaop(x)];

endfunction

function [ydot]=PVI_linear_2aOrdem(x,Z)
ydot=funcaoA(x)*Z+funcaoF(x);

endfunction;

function [PontosX,sol]=Solucao_Aproximada_PVI()

//Solucao do PVI com condig&o inicial y(x0)=y(0), y'(x0)=y1 de x0 a x calculada em n pontos
PontosX=linspace(x0,x,npontos);
Yo=[yO;y1];
sol=ode(Y0,x0,PontosX,PVI_linear_2aOrdem)

endfunction;

function [PontosX,sol]=Solucao_Exata_PVI()

PontosX=linspace(x0,x,npontos);

if lambda<0 then
A=zeros(2,2);
A(1,1)=cos(sqrt(-lambda)*x0);
A(1,2)=sin(sqrt(-lambda)*x0);
A(2,1)=-sgrt(-lambda)*sin(sqgrt(-lambda)*x0);
A(2,2)=sgrt(-lambda)*cos(sqgrt(-lambda)*x0);;
CC=inv(A)*[y0;y1]; C1=CC(1);C2=CC(2);
sol=C1*cos(sqrt(-lambda)*PontosX)+C2*sin(sqrt(-lambda)*PontosX);

elseif lambda>0 then
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A=zeros(2,2);

A(1,1)=exp(sqrt(lambda)*x0);

A(1,2)=exp(-sqrt(lambda)*x0);

A(2,1)=sgrt(lambda)*exp(sqrt(lambda)*x0);

A(2,2)=-sgrt(lambda)*exp(-sqrt(lambda)*x0);

CC=inv(A)*[y0;y1]; C1=CC(1);C2=CC(2);

sol=C1*exp(sqrt(lambda)*PontosX)+C2*exp(-sqrt(lambda)*PontosX);
else

A=zeros(2,2);

A(1,1)=1;

A(1,2)=x0;

A(2,1)=0;

A(2,2)=1;

CC=inv(A)*[y0;y1]; C1=CC(1);C2=CC(2);

sol=C1+C2*PontosX;

end;
endfunction
Figura 6 - Codigo do Scilab
1
08 45 704
06 40
B0
0.4- 35
02 30 1
0.0- 254 40
02 2 E
04 15
201
06 10
10
-0 8- 05
L I . G0 o5 10 15 20 25 30 35  4p 45  so 00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50
d’y 2
. . R . x> y
Figura 7: A linha continua indica o valor exato da solucdo do PVI de 22 Ordem (5) para
A =-1 (esquerda), A =0 (centro) e A =1 (direita). Os pontos marcados foram as aproximacdes

calculadas pelo Scilab. O erro entre ambas, no pior caso, foi menor que 10%%

1.3.7 METODOS NUMERICOS PARA EQUAGOES IFERENCIAIS
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Em geral, ndo podemos resolver analiticamente mesmo as equacbes
diferenciais mais simples ou, quando podemos obter tais solucdes, em termos de
precisdo, isto ndo nos fornece resultados muito melhores que as técnicas de
aproximag¢ao numeérica.

Neste topico, analisaremos a teoria geral dos métodos de aproximagéo
utilizados, por exemplo, pelo Scilab para solugdo numérica de equacdes diferenciais. A
teoria supracitada serd empregada nesta dissertacao para aproximacdo das solucdes
da equacéo de dispersao de poluentes em meios liquidos.

A teoria aqui discutida se refere especificamente a Problemas de Valor Inicial da forma

dy
== f(x,
o (X, Y)

V(%) =Y,

Y P9y =Qex)
dx
y(xo) =Y

escreveriamos f(X,y)=Q(x)—P(x)y, mas pode ser facilmente generalizada para o

(por exemplo, com relacdo ao problema linear

caso geral de equacbes de mais alta ordem pelo método discutido na secao

Movimento Oscilatorio, i.e., mediante a introdug&o de variaveis auxiliares.

1.3.7.1 METODOS DE EULER

Conhecendo-se as condig¢des iniciais (primeiro valor da incognita na lista) pode-

se obter, para um At pequeno, o valor seguinte desta lista a partir da derivada
temporal. A partir desse novo valor recalcula-se a derivada e desta um terceiro valor
para a lista. Procede-se assim, sucessivamente, até o tempo final. Esta derivada
temporal é dada, obviamente, pela propria equacéo diferencial que se quer integrar. E

a classe mais simples dentre os métodos numéricos de aproximacao de solucdes de

dy y(X+h)—y(x)
h

equacOes diferenciais. Baseiam-se em substituir a derivada ™ = Lim
X —0

pelo quociente do lado direito da equacdo anterior para algum valor de passo (h)

pequeno. Ou seja, comegando de Y(X,) =Y, calculamos
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y(X) = Y(X,+h)=y(x,)+ h% = Y(X,)+hf (X, ¥,)- Repetindo o  processo,
X

calculamos, a partir de y(X) =Y,, Y(X,)=Yy(X +h)=y(x)+ h% =y(x)+hf(x,y,).
X

O processo é repetido calculando o valor da fungdo solugcdo y(x) para os pontos

Xp» X, X557 07, X, 0nde X; = X, + jh mediante a seguinte equacao de recorréncia:

Y(Xp.0) = Y(x; +h) = y(x;)+hf (X, y;)

Mesmo que para valores de h pequenos, tal técnica tende a acumular um erro

da ordem de h* o que significa que se dobrarmos o valor de h (menos pontos a serem
calculados) multiplicaremos por 4 o erro acumulado. Tal comportamento é chamado
de instabilidade numérica da solugéo.

Métodos como o anterior nos quais a equacao de recorréncia so utiliza pontos
conhecidos (neste caso, os valores de X;ey;) da equacdo de recorréncia séo
conhecidos como Métodos Explicitos. Métodos explicitos tendem a ser mais

sensiveis a problemas de estabilidade e propagacdo de erros do que os métodos
implicitos.

O método implicito de Euler consiste em substituir a equagéo de recorréncia

original por:
Yia =Y+ (X0, Y50)

Note que o valor desconhecido y;,, aparece em ambos os lados da equagéo o
que fornece um sistema de equagées na incognita y; , cuja solugdo € valor de y no

ponto desejado. Ainda que o método implicito também apresente erro da ordem de h’
ele é, ao contrario do método explicito, estavel, ou seja, erros de precisdo ou
arredondamento néo se propagam ao longo dos célculos.

O cddigo Scilab relativo ao método explicito de Euler e simulagfes que ilustram

deficiéncias de tal método seguem abaixo:

//ICODIGO DO METODO EXPLICITO DE EULER
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x0=0;

yo=1;

h=0.5;

npontos=8;

function [z]=funcaoF(x,y)
/IModifique aqui para diferentes equages diferenciais
z=-2*x"3+12*x"2-20*x+8.5;

endfunction

function [PontosX,sol]=Euler_Explicito()
sol=zeros(1,npontos+1);
PontosX=h*(0:npontos);
sol(1)=y0;
for i=2:(npontos+1),
sol(i)=sol(i-1)+funcaoF(PontosX(i),sol(i-1));
end;

endfunction;

function [PontosX,sol]=Valor_Scilab()
PontosX=h*(0:npontos);
sol=ode(y0,x0,PontosX,funcaoF);
endfunction;

scf();

[pxa,sola]= Euler_Explicito();
[pxe,sole]= Valor_Scilab();
plot(pxe,sole,'b"); //solucéo exata

plot(pxa,sola,'r'); //solugcdo aproximada

Figura 8 - Cadigo Scilab relativo ao método explicito de Euler
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Figura 9: Em azul, solugio exata’ do PVI %=—2X3+12X2—20X+8.5 com Y(0)=1. Em
X

vermelho, valor calculado para h = 0.5 . Em preto, valor calculado para h =0.25 . Observe que diminuir
0 passo ndo implica necessariamente em melhoria na precisdo da solugéo.

1.3.7.2 METODOS DE RUNGE-KUTTA

O método de Euler pode ser refinado quando tomamos a inclinacdo média para
extrapolar a funcdo até o proximo ponto. O método de Runge-kutta leva essa idéia
mais longe e usa a média ponderada das inclina¢des no intervalo.

A forma mais comum de aproximacao numeérica das solucbes de equacdes
diferenciais segue a seguinte formulagéo geral

Yin :yj+hzblkl
=

. (9)
k, = f(xj +¢h, y; +Za,’mkm]
m=1

* Na verdade, solugdo calculada pelo Scilab. A solugdo exata difere desta em menos de 107%.
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O valor de s é dito ordem do método® e a tabela

b1 1,1 a1,2 15 | |G
b.z a%,l a%,z " a%,s C, (10)
bs as,l as S as S Cs

cujos valores das entradas determinam os diferentes métodos, € chamada de matriz
de Butcher.

S
Y :yj+hzblkl
1=1
S
k, = f(xj +¢h, y; +Za|’mkmj
Métodos baseados em m=1 9) e
b1 a‘l,l al,z al,s C
bz a2,l az,z az,s C,
a a ces a
S ECHENLE ss) G (10) s30 chamados de Métodos de Runge-Kutta

e incluem métodos como os de Euler (implicito e explicito) como subcasos. Vejamos

0S mais comuns:

¢ Método de Euler Explicito

De primeira ordem (S =1) com matriz de Butcher {1} {0} {1}

e Método de Euler Implicito

De primeira ordem (S =1) com matriz de Butcher {1} {1} {1}

¢ Método de Runge-Kutta Explicito de 32 Ordem

> Néo confundir com a ordem da equagio diferencial que, nesta formulagdo, é sempre igual a 1 (um)
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1/6){0 0 0][0
De terceira ordem (S = 3) com matriz de Butcher {2/33<1/2 0 0¢41/2
1/6/|-1 2 0|1

e Método de Runge-Kutta Explicito de 42 Ordem

De quarta ordem (S =4) com matriz de Butcher
1/6|{0 0 0 0][0
1/3]111/2 0 0 0f|1/2
/3110 1/2 0 0f(1/2
/6|0 0 1 0]|1
E também chamado de método classico e escrito geralmente na forma

padréo:

Yia =i +%(k1 + 2Kk, + 2k, +k4)
k1: f(xiayi)

Sendo o método implementado pelo Scilab na funcdo ode®.

Em todos os métodos explicitos, temos a matriz central na matriz de Butcher
triangular inferior. Nos casos de métodos baseados em tabelas cuja matriz central ndo
sejam triangulares inferiores sdo geralmente chamados de métodos de Lobato ou
métodos de Runge-Kutta implicitos. O método de Euler implicito é também conhecido

como método Euler reverso. Para problemas nos quais a funcdo f(X,y) da equacgédo

diferencial sdo continuas e suaves o mais comum é o chamado método de Lobato II1A

cuja matriz de Butcher é dada por:

% Na verdade, a fungdo ode no Scilab utiliza 0 método implicito de Runge Kutta de ordem 4 com passo
adaptativo que ¢ o método mais preciso e com menor instabilidade numérica no caso geral.
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/60 0o 0 [0
2/3H5/24 1/3 —1/2411/2
/6] 16 2/3 1/6 || 1

O passo h é fixo, para todos os exemplos anteriores. Existe uma classe de
métodos numéricos chamada de métodos de Predicao e Corre¢ao que modificam o
passo h em cada iteracdo tornando-o maior em regides de pouca instabilidade
numeérica e menor em regides nas quais as instabilidades exijam maior precisdo e
menor margem de erro. Tais técnicas ndo serdo discutidas aqui mas seguem a mesma
linha geral.

Segue codigo Scilab para o método explicito de Runge-Kutta de 42 ordem e

simulacdes ilustrando sua preciséo.

X0=0;
yo=1;
h=0.5;
npontos=8;

function [z]=funcaoF(x,y)
/IModifique aqui para diferentes equag@es diferenciais
Z=-2*x"3+12*x"2-20*x+8.5;

endfunction

function [PontosX,sol]=RK4()
sol=zeros(1,npontos+1);
PontosX=h*(0:npontos);
sol(1)=yO0;
for i=2:(npontos+1),
kl1=funcaoF(PontosX(i-1),sol(i-1));
k2=funcaoF(PontosX(i-1)+h/2,sol(i-1)+h*k1/2);
k3=funcaoF(PontosX(i-1)+h/2,sol(i-1)+h*k2/2);
k4=funcaoF(PontosX(i-1)+h,sol(i-1)+k3*h);
sol(i)=sol(i-1)+(1/6)*(k1+2*k2+2*k3+k4)*h;
end;
endfunction;
function [PontosX,sol]=Valor_Scilab()
PontosX=h*(0:npontos);
sol=ode(y0,x0,PontosX,funcaoF);

endfunction;
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scf();
[pxa,sola]= RK4();

[pxe,sole]= Valor_Scilab();

plot(pxe,sole,'b’); //solucdo exata
plot(pxa,sola,'r'’); //solucéo aproximada
plot(pxa,sola,'rd");

Figura 10 - Cédigo Scilab para o método explicito de Runge-Kutta de 42 ordem

Figura 11: Em azul, solug&o exata do PVI % =-2%> +12x* —=20x +8.5 com y(0)=1.Em
X

vermelho, valor calculado para h=0.5 com o método explicito de Runge-Kutta de 42 Ordem. Em preto,

valor calculado para h=0.25. observe praticamente ndo héa diferenga entre os valores calculados e

exatos (erro menor que 10'2%).
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1.3.8 Equacgoées Diferenciais Parciais

As equacdes do tipo Yy = F(X)possuem apenas uma variavel, conforme os

casos estudados até agora. Devido as derivadas serem consideradas apenas naquela

variavel, por exemplo,

2

Yty Y4 poo L q00y = 19
dx ol y(X)) = Yo

y(xo) =Y Y' (X)) =Y

Sao PVI's nos quais a fungdo y = y(x) € derivada na variavel X, na primeira

eqguacdo, uma vez e na segunda equacio duas vezes.

Geralmente os problemas praticos possuem uma quantidade muito maior de
variaveis. Na tematica deste trabalho, por exemplo, queremos entender como a
concentracao (funcéo) de um poluente se comporta ao longo do tempo (uma variavel)
em cada ponto de uma dada regido do espaco (mais trés variaveis espaciais), ou seja,

manipularemos equacdes envolvendo fun¢des com , pelo menos, 4 variaveis.

Quando um problema envolve uma variavel apenas, tem seu comportamento

determinado de forma Unica (teorema da existéncia e unicidade), sob hip6teses bem

simples, pelas condi¢cdes iniciais. Mais especificamente, se
vy = (XY, Y,y y"™) é uma equacdo diferencial de ordem n (neste caso
dy
y = e significa que diferenciamos repetidamente a funcéo y, k vezes’) entdo todo
X

seu comportamento depende das condi¢fes iniciais das variaveis no lado direito da

equacao, ou seja, depende dos valores de
Xs Yo = Y% ) ¥y = V' (X)) -, Yoy = Y™ (X,,) sendo, por esta razdo, chamados de

Problemas de Valor Inicial ou PVI.

’ Nio confundir com yk =yYXYyX---xy
%,—/

k vezes
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Em equacdes envolvendo mais varidveis, contudo, isto em geral ndo é
verdade, por exemplo, o comportamento da concentracdo de um poluente ao longo do
tempo depende do valor desta concentracdo em toda regido — e ndo apenas em
alguns pontos - no tempo inicial e também de como, ao longo do tempo, o poluente é
removido ou reinserido na regido. Tais problemas sdo chamados de Problemas de

Valores de Contorno, conforme veremos adiante.

As equacbes diferenciais que envolvem apenas uma variavel, séo
denominadas Equagdes Diferenciais Ordinarias ou simplesmente EDO’s. Os
problemas tratados anteriormente sdo todos exemplos desta categoria. Quando
existem diversas variaveis envolvidas, mas apenas uma delas é utilizada para
derivacdo também denominamos a equacao de ordinaria.

Equacbes que envolvem derivagdes em mais de uma variavel sdo chamadas
de Equagoes Diferenciais Parciais ou EDP’s e seu tratamento, analitico ou

numeérico, € bem mais complexo que o caso ordinario.

1.3.8.1 TIPOS DE EDP’S

A teoria relativa a EDP’s pode ser simplificada dividindo-as em categorias.
Cada categoria é trabalhada, do ponto de vista analitico ou numérico, por técnicas
especificas as quais, ndo raro, ndo funcionam em EDP’s das demais categorias, por
exemplo, uma técnica numérica para uma EDP parabdlica ter4, em geral, muito pouca
aplicacdo em uma EDP hiperbdlica. Cada categoria possui um problema padrao (em
geral simples) cujo comportamento se repete para 0os demais membros da mesma
categoria de forma que este problema padréo é usado geralmente como exemplo de

casos mais complexos de uma mesma categoria.

1.3.8.2 DEFINIGAO DOS TIPOS DE EQUAGOES DIFERENCIAIS
PARCIAIS DE 2 ORDEM

Uma vez que para cada ordem de EDP’s temos diferentes categorias e que
este trabalho refere-se especificamente a EDP’s de 22 ordem, consideraremos

doravante apenas EDP’s desta ordem.
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Inicialmente, consideraremos apenas uma variavel espacial ( X) e uma variavel
temporal (t) ou duas variaveis espaciais (X e y) e nenhuma variadvel temporal. Nestes
termos, uma equacao diferencial parcial de 22 ordem é uma equacéao do tipo:

o’u o’u o’u ou _éou
A—+B +C—+D—+E—+Fu+G=0 onde u=u(x,t),
OX oxot ot OX ot

A= A(xt), B=B(xt), -, G=G(xt) sdo funcdes continuas e com todas as

derivadas parciais continuas até 22 ordem (chamamos de classe C*) em uma regido
X < R*simplesmente conexa®. No caso de duas varidveis espaciais reescrevemos a
2 2 2
equacao anterior como Aa l; +B ou +C 0 lj + D8_u+ E@_u+ Fu+G=0 e
OX Oxoy oy OX oy
u :U(X,y), A= A(Xay)a B= B(X,y),"',G :G(X9y)'

of(x,y) ;. f(x+h,y)—f(x,y)
x _m h

axy .. f(x,y+h)—f(x,y)

ay h—0 h

derivada com relagdo a uma dada variavel é definida considerando as demais

Conforme a notagdo padréo, ou seja, a

variaveis como constantes. As regras usuais de derivacao continuam valendo, com as
devidas adaptacfes, a este caso. Definicbes analogas ao caso de uma variavel valem

para derivadas de mais alta ordem.

O  discriminante de uma EDP deste tipo € a funcéo
A =(A(x,t) ou A(X,y))= B> —4AC que pode assumir diferentes valores conforme

variamos x,ye t.

Se, em toda regido X c R’ tivermos A <0a equacéo diferencial é chamada
de Eliptica. O problema padréo para equagdes elipticas é a equagao do potencial ou

equacao de Poisson no plano (duas variaveis espaciais e independentes do tempo)

¥ Chamamos uma regiio de simplesmente conexa se 1) Dois pontos quaisquer da regiio podem ser
conectados por uma curva continua contida na regido; 2) Qualquer curva fechada simples contida na
regido possui seu interior também contido na regido. A grosso modo, uma regido ¢ simplesmente conexa
quando for composta de um unico “pedago” e sem “buracos” em seu interior.
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2 2
98 08 Exy)
oXx~ oy
A=C=1eB=0>

A=0?-4xIx1=-4<0

Equacbes elipticas geralmente estdo associadas a problemas estacionarios (ou
seja, que ndo variam no tempo) como, por exemplo, a distribuicdo ponto a ponto de

tensdes em uma viga que suporta uma carga fixa.

No caso de, em toda regido X — R”o valor de A =0, diremos que a equacéo
diferencial é Parabdlica. O problema padréo para equacdes parabdlicas é a equagao
da difusao ou equagao do calor no plano (uma variavel espacial e a solugéo varia ao

longo do tempo)

ou ,0%u
—=a"—+F(xt
ot ox* (.0

A=a’,B=C=0=>
A=0°-4xa’*x0=0
Equacbes parabdlicas geralmente estdo associadas a problemas ndao-
estacionarios como, por exemplo, a propagacao de calor em uma barra de metal (se
aguecermos uma barra de metal, em cada ponto a temperatura vai variar ao longo do
tempo) ou a difusdo de poluentes em um rio (uma dada quantidade de poluente vai se
dispersar de forma que sua concentracdo, em cada ponto do rio, sera variavel em
funcdo do tempo). O termo o = a’é uma constante positiva chamada de difusividade

e mede a velocidade da mudanga da solugdo u(X,t)ao longo do tempo, por exemplo,

no problema da dispersdo de poluentes em meios liquidos, valores elevados de «

indicam que o poluente rapidamente se dispersa enquanto que valores pequenos de

a indicam poluentes pouco sollveis e, portanto, com dispersdo mais lenta.
Finalmente, quando A >0a equacédo é dita hiperbélica. O problema padréao

hiperbdlico é a equacéo de D’Alembert ou equagao da propagacao de onda
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o'u 1 o%u
O YL F(xt
ox> c? ot? (1
A=1,B=0eC=-—- =
C
A:02—4xlx(—%J=i2>0
C C

Equacbes cujo sinal de Avarie ao longo da regido X sao ditas mistas e sao
estudadas, geralmente, subdividindo a regido para estudo de cada tipo
separadamente.

Neste trabalho, a equacdo modelo de difusdo de poluente em trés dimensbes
espaciais € a equacao:

% = —div(-aVC)+ diV(\7(3)+ oC +F(X,t) onde C=C(X,t)e X =(X,Y,2).

Os operadores diferenciais divergente e gradiente sdo definidos, respectivamente

por
div(G(X,t)) = 6661 + a;yz - 8663
X z
onde G(X,1)=(G,(X,1),G,(X,1),G, (Xt é um
) 5H 2H 2H (X,1) = (G, (X,1),G, (X,1),G;(X,1))
VHXt))=| —,—,—
oX oy oz

campo vetorial e H(X,t)é funcdo com valores reais ambas definidas em algum

dominio simplesmente conexo X < R*.

Considerando o caso de uma variavel espacial apenas, teremos:

2
@:aa S+V@+C(&+aj+ F(X,t)
ot OX OX OX

A=a,B=C=0= A=0(equacdo parabolica)

Por esta raz&o, nosso estudo sera limitado as propriedades relativas as

equacdes parabdlicas.

1.3.9 DIFERENGAS FINITAS NA RESOLUGAO DE EQUAGOES
DIFERENCIAIS PARCIAIS
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Para entender o método, vamos aplica-lo a uma equacédo mais simples, como

por exemplo, a equacgéo:

ou o%u
M _ e
ot ox?

que é a equacdao (parcial, parabdlica de 22 ordem) de conducao do calor (assumiremos

que k>0).

Inicialmente, fixemos uma grade de pontos a serem calculados em X, digamos

Xy, X X Xy - OS poNntos X, e X

EEA EXXEERA T

sao os extremos do intervalo. Por exemplo, se

m+1

dividirmos o intervalo [0,J0] em 6 pontos, suas coordenadas serao:
X, =0,X, =2,X, =4,X, =6,X, =8 X, =10 o valor de m sera entéo 4 significando

que teremos dois pontos de borda (X, =0 e X, =10) e 4 pontos intermediarios.

Para cada um dos pontos intermediarios, queremos acompanhar a evolucdo da

temperatura ao longo do tempo em duas situacdes:

1. (condi¢bes de fronteira ou Condicdes de Dirichlet) Se a temperatura ao longo
do tempo nos pontos X, € X, € conhecida.
Por exemplo, em uma barra de metal de 10 cm como acima, conhecido

o valor da condutividade — digamos se a barra é de aluminio, este valor

é de 0,835cm?s e sabendo que a temperatura nas bordas -
X, =0e X, =10- séo mantidas constantes, respectivamente, em 0° C e
100° C e que a temperatura inicial da barra é de 0° C, qual a evolugéo
na temperatura a medida que o calor se propaga do ponto quente
Xs; =10 ao ponto frio X, =0

2. (condigbes de contorno na derivada ou Condi¢des de Neumann) Se a variagéo

da temperatura nos pontos X, € X,,,, € conhecida.

Por exemplo, nas condigbes anteriores, sabemos que a temperatura no

ponto quente diminui 1° C a cada segundo e a do ponto aumenta 0.5° C

a cada segundo.
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Para tanto, temos de especificar os pontos no tempo nos quais o calculo da
temperatura em cada ponto no espaco sera feita. Um exemplo seria, no caso anterior,
acompanhar a cada 0. segundo a temperatura ponto a ponto. Se fizermos este
acompanhamento por 1 segundo teremos mapeado cada um dos 4 pontos
intermediarios em x em 10 pontos no tempo totalizando 40 pontos para calculo da
temperatura.

Denote entéao por TiI a temperatura do ponto X; no tempo | (por exemplo, para
saber a temperatura em X=4na metade do 1° segundo calculariamos Tf pois

X, =4 e t=0.5seg equivale a | =5). Usando as aproximacdes das derivadas:

or TM-T
ot At
o°T T 2T +T.
ox’ (AX)*
Na equacdao:
a0
ot ox*
Obteremos:

-1 T 2T 4T

i+l

At (AX)*

O que implica que

——— +((%2qu“ STl T ()
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Que permite — conhecendo a temperatura em um instante t no tempo em
um dado ponto e em seus vizinhos — encontrar a temperatura deste ponto no

instante seguinte.

Note que tal abordagem é explicita sendo nada mais nada menos que uma

KAt
manifestacdo do método de Euler para o caso de EDP’s. O termo l:((A )ZJ
X

, - ~ . 1
determina a estabilidade das solugdes e diversos autores recomendam que A <€

para evitar propagacdo de erros e problemas de estabilidade e convergéncia das

solucdes®, ou seja, fixado a precisdo desejada em X, a precisdo que devemos utilizar

. AX? . .
em t fica fixada em At < aou se fixarmos que o acompanhamento deve ser feito

em intervalos constantes de valor Ato acompanhamento em x deve ser feito em

intervalos maiores que AX> Jekat . Tais restricbes ndo estdo presentes nas
abordagens implicitas mas isto esta liberdade de escolha da preciséo no espaco (AX)
de forma independente na precisdo no tempo (At) € obtida a custas de algoritmos
bem mais complexos que fogem dos objetivos deste estudo.

Os scripts e figuras a seguir ilustram o uso da equacao
T =T +( At J(Tii-l —2T' +T!)

2
(Ax) (11) ao problema exemplo citado

anteriormente, isto &,
em uma barra de metal de 10 cm como acima, conhecido o valor da

condutividade — digamos se a barra é de aluminio, este valor é de 0,835cm?/s e

sabendo que a temperatura nas bordas -X,=0¢e X; =10- sdo mantidas

constantes, respectivamente, em 0° C e 100° C e que a temperatura inicial da

barra é de 0° C, qual a evolugdo na temperatura a medida que o calor se

propaga do ponto quente X, =10 ao ponto frio X, =0

Para o qual sabemos que a solucéo analitica (exata’®) é

? Neste artigo, utilizamos A =1/10

' Note que a solugio exata nio pode ser calculada pois o somatério possui infinitos termos, no entanto,
dado o fator exponencial negativo que multiplica cada termo, a contribui¢do da soma a partir do 20° termo
¢ tao pequena que pode ser negligenciada sem prejuizo na precisdo dos célculos.
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L=10;

k=0.835;

ntermossomatorio=100;

Xini=0; Tini=0;

xfim=L; Tfim=100;

npontosX=10; //m
X=linspace(xini,xfim,npontosX+2);
IIXX=linspace(xini,xfim,100*npontosX);
TSimulada=zeros(X);
TSimulada(1)=Tini;
TSimulada(npontosX+2)=Tfim;
deltax=X(2)-X(1);

deltat=0.001;
lambda=k*deltat./(deltax"2);
deltatmax=deltax"2./(6*k);

function [Temp_t]=EDP_Calor(t)
Temp_t=(Tfim.*X)./(L*ones(X));
for n=1:ntermossomatorio,
Temp_t=Temp_t+(2*Tfim./%pi).*(((-1)"n./n).*sin((n*%pi./L).*X).*exp((-k*t*(n*%pi./L)"2)));
end;

endfunction;

function [Tprox]=DFE_EDP_Calor(Tant)
Tprox(1)=Tant(1);
Tprox(length(X))=Tant(length(X));
/Iborda esquerda
Tprox(2)=Tant(1)+lambda*(Tant(2)-2*Tant(1)+Tini);
//pontos interiores
for i=2:(length(X)-2),

Tprox(i)=Tant(i)+lambda*(Tant(i+1)-2*Tant(i)+ Tant(i-1));

end;
//borda direita
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Tprox(length(X)-1)=Tant(length(X)-1)+lambda*(Tfim-2*Tant(length(X)-1)+Tant(length(X)-2));

endfunction;

Figura 12 - Scripts do uso da equacgéo 11
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100

I+1 _ 71 kKAt I | |
Ti _Ti +{(AX)2 J(THI 2TI +T|—1)

Figura 13: Solugdes da equagéo (11) para t=0.5 segundos

(curva verde), t=1.0 segundo (curva azul), t=5 segundos (curva vermelha) e t=30 segundos (curva preta).
Os pontos marcados sdo as solugfes simuladas. Observe que ha, sobretudo nos instantes iniciais, uma
diferenca entre o valor exato e simulado. A partir de t=30 segundos, todas as curvas solugcdo séo
praticamente idénticas a curva preta indicando que o sistema atingiu um estado estacionario. A diferenca
média para as curvas acima foi menor que 0.1% e a maior diferenca encontrada (curva verde) foi de
0.8%.

1.3.9.1 DIFERENGCAS FINITAS NA RESOLUGAO DA EQUAGAO
DE DIFUSAO DE POLUENTES

Na secdo anterior, discutimos o método das diferencas finitas na resolucéo da
equacao do calor — 0 exemplo padréo de equagbes parabdlicas — em uma dimenséo
em um caso analitico. Voltando ao problema tema da dissertacao, a citar, a equacao

modelo de difusdo de poluente:
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% = —div(-aVC)+ div@c)+ oC + F(X,t) onde C=C(X,t)e X =(X,Y,2).

Temos uma limitacdo ao método anterior que consiste em considerar que uma
malha com grande quantidade de pontos em cada eixo coordenado (digamos 1000
pontos em cada eixo) implica em uma quantidade impraticavel de pontos a calcular
(para cada eixo coordenado com 100 pontos de malha, obtemos 1.000.000 de pontos
a serem calculados para cada At) de forma que algumas simplificacbes sao

necessarias para evitar tal demanda computacional.

Inicialmente, observe que, tanto no problema da dispersédo de poluentes em
rios quanto na dispersao em aquiferos, as dimensées planas (largura e comprimento)
sdo muito maiores que a terceira dimenséo (profundidade) de forma que podemos
ignorar a dimensdo de profundidade e considerar o escoamento como laminar ou

bidimensional.

Claramente, tal simplificagdo ndo é totalmente realista mas — nos modelos
simplificados que estamos estudando — ela ndo influi na precisdo dos resultados
obtidos, exceto, se considerassemos escoamentos turbulentos que, de qualquer
forma, ndo sdo modelados pela equacdo acima.

Com esta simplificacao, a equacao acima € reescrita como

2 2 oV
Lo TCLTC v, Ly, e Yo T o [ Foyt (12)
ot x> oy oX oy ox oy

Onde
e C=C(xY,t)é a concentragdo em um ponto de coordenadas (X,y) no tempo
t

o« V, eVyséo, respectivamente, as componentes da velocidade de escoamento

da agua nas direcbes coordenadas x e y

e « ¢ adifusibilidade do poluente no meio liquido (positiva)

e (o ¢ o fator de decaimento (se negativo) ou de criagdo (se positivo) do
poluente no meio.

e F(X,y,t) mede o quanto o poluente é inserido (se positivo) ou removido (se

negativo) do meio liquido ponto a ponto em funcao do tempo.
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Vamos agora estudar como o0 modelo descrito pela equacgéo

2 2 ov
@:a(a(j+8Ej"‘(vxﬁ"'vy@j"'(:(%"'_y"'aJ*—F(Xay’t)
ot ox* oy X oy ox oy (12)  pode

ser utilizado para descrever dois sistemas em estudo, a citar, o0 modelo de aquifero

subterrdneo e o modelo de escoamento em rios.
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2.1 INTRODUGAO

Dentre os diversos usos da agua, a irrigacao € uma das atividades econémicas
gue apresentam as maiores demandas de agua para a producdo e, com 0 crescimento
populacional, tende a se tornar cada vez maior. No mundo, a agricultura consome
aproximadamente 69% de toda a agua derivada dos rios, lagos e aquiferos
subterraneos (CARVALHO, 2006).

Os recursos naturais, no Brasil, ttm uma importancia decisiva no plano
econdmico. O pais é dotado de uma vasta e densa rede hidrografica, sendo que
muitos de seus rios destacam-se pela extenséo, largura e profundidade. Dentre os
grandes rios em territério nacional, destacam-se o Amazonas, o Paraguai, 0 S&o
Francisco e o Parana. Regionalmente, o Rio Capibaribe faz parte da bacia hidrogréafica
da regidao Metropolitana de Recife sendo um suporte a diversos ecossistemas
atualmente ameacados.

A acdo humana, contudo, tende a promover alteracdes nos equilibrios prévios de
diversos biomas o que ocorre pela introducdo de elementos exdgenos (e.g, outros
seres vivos ou componentes fisico-quimicos estranhos ao meio) e/ou pela diminuigdo
da oferta e disponibilidade dos componentes necessarios a eles. Chamamos de
poluicao a introducdo de material estranho em tipo ou em quantidade em um dado
sistema (ANA, 2008).

A poluicdo é tdo mais grave quanto maior for o desequilibrio que imponha ao
sistema em estudo. Nesse sentido, um dos tipos mais graves de poluicdo em sistemas
hidrolégicos € a poluicdo — i.e, desequilibrio — provocada pela introdugcéo de
quantidades excessivas de material organico, em especial esgoto doméstico nao
tratado, em um dado sistema hidrologico. aqui é determinar se uma dada quantidade
de material introduzido em um sistema aberto, em particular rios cuja vaz&o varie
conforme a sazonalidade e que sofram mudancas de profundidade devido a marés,
sera eliminada pela acdo do tempo ou se acgbes concretas de remediacao e
recuperacao tém de ser tomadas a fim de restaurar o equilibrio prévio do sistema
(CPRH, 2006; ALEGRIA, 2007).

O Rio Capibaribe tem uma grande importancia no processo de urbanizacdo do
Recife, sendo uma das principais vias de transporte e principalmente fonte de
abastecimento hidrico. Durante décadas, uma grande parcela da populagdo utilizou
trechos de suas margens alagadicas para habitagdo. Essa populacéo, desprovida de
atendimento de esgoto sanitério, atribui ao rio a fungdo de meio de escoamento de

dejetos domiciliares. O processo de urbanizacdo verticalizada as margens do rio ndo
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implicou melhorias das condi¢cbes do sistema sanitario, pelo contrario, aumentou ainda
mais a demanda sobre o sistema que se apresenta deficiente, tanto na abrangéncia
quanto na manutencdo. O resultado dessa problemética resulta em transbordamento
de canais, refluxos de efluentes e principalmente em poluicdo das aguas através de
lancamentos de esgotos sem o prévio tratamento necessério (SILVA, 2003).

As atividades industriais sdo responsaveis pelo lancamento de residuos solidos e
liquidos que geram impactos ambientais negativos na Bacia do Rio Capibaribe. Dentre
estas atividades, destaca-se a industria téxtil, agroindustria canavieira e de seus
efluentes, vinhoto (CPRH, 2009).

A situacdo da polui¢do hidrica tem-se agravado no pais, devido ao aumento das
cargas poluidoras urbanas e industriais, uso inadequado do solo e de insumos
agricolas, erosdo, desmatamento e mineracdo. Esses fatores levam a danos dos
recursos hidricos, dentre os quais se destacam o aumento do transporte de
sedimentos e a contaminac¢ao organica e quimica das aguas.

Neste sentido, € notavel que um pais cuja populacdo urbana tenha aumentado
137% em 26 anos, passando de 52 milh6es de pessoas em 1970 para 123 milh6es em
1996, tenha conseguido elevar, nesse periodo, o nivel de abastecimento de agua dos
domicilios ligados a rede de 60% para 91% (ainda assim, mais de 11 milhbes de
pessoas que residem em cidades ainda ndo tém acesso a agua através de rede). O
problema remanescente referente ao abastecimento de agua no setor urbano é a
cobertura inferior das populacdes de baixa renda (35% dos quais ndo contam com
agua encanada, em comparagcdo com 3% da populacédo de rendas médias e altas). O
abastecimento de agua encanada s6 atinge 9% da populacdo rural, muito embora
pocos e nascentes fornecam agua a grande parte da populacdo rural ndo servida
(BRASIL, 2006).

Mesmo com esses numeros, € importante notar que a auséncia de
abastecimento de agua potavel e de coleta de esgotos sanitarios sdo as principais
causas das altas taxas de doencas intestinais e de outros tipos em paises de baixa
renda. Na falta de abastecimento de agua potavel, os domicilios frequentemente usam
adgua que veiculam doencas, em sua maior parte de origem fecal. Na falta de coleta
adequada de esgotos, o material fecal continua no domicilio ou na vizinhancga e leva a
transmissé@o de doencas. Estima-se que a falta de 4gua potavel e de saneamento nas
areas urbanas no Brasil causa cerca de 8.500 casos anuais de mortalidade prematura
e de morbidade adicional.

Estd claro que tal situacdo representa 6nus para a qualidade de vida das
populagcdes ndo assistidas, jA que € comprovada a estreita dependéncia entre

saneamento e saude publica. Segundo o Ministério da Saude, 65% das internacdes
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hospitalares resultam da inadequacgéo dos servigos e acbes de saneamento, sendo a
diarréia responsavel, anualmente, por 50 mil mortes de criangas, a maioria com menos
de um ano de vida. Por falta de saneamento, a célera encontra nas periferias urbanas
e nos bolsGes de pobreza as condi¢des ideais para sua disseminacdo. Nas periferias
das grandes cidades, nos pequenos aglomerados urbanos e nas regides mais pobres
que se concentram as populacdes desprovidas de saneamento bésico.

Nesse sentido, os modelos de qualidade de &gua tém sido usados para
monitoramento e, principalmente, controle de polui¢cdo de corpos d'agua. Basicamente,
os modelos de qualidade da agua consistem em simular as concentracbes de
substancias que podem estar dissolvidas, ou em suspensdo, ao longo da coluna
d'agua. Para o célculo das concentragfes, sédo utilizadas as equacdes de balango de
massa, que podem ser aplicadas para varios contaminantes.

O principal uso do modelo de qualidade de agua é simular parametros de
gualidade em corpos d'agua. Nesse sentido, a simulacdo dos paradmetros de qualidade
de 4gua em rios sujeitos ao langamento de esgoto doméstico é relevante, no que se
refere a utilizagdo dessa agua pelos seus usuarios.

Existem varios modelos de qualidade de agua, que vao dos mais simples aos
complexos (CARVALHO, 2006).

Diversas formas de equalizar esse problema tém sido propostas por diferentes
grupos. A mais comum consiste em manter uma seérie historica da concentracéo de
materiais com potencial poluente ao longo do tempo e atribuir desvios significativos
dessa série historica a eventos que necessitem de acdes de fiscalizagdo (encontrando
0s agentes poluidores) e posterior recuperacdo dos parametros normais segundo a
série historica mantida (BAGTZOGLU; AMVROSSIOS; ATMADA, 2005). Dessa forma,
modelos matematicos capazes de reproduzir o comportamento da série histérica em
situacbes de normalidade de vazdo podem contribuir para identificar se desvios
provocados em situacdes atipicas (por exemplo, num regime de chuvas excessivas)
correspondem ou ndo a situacOes de alerta ambiental o que contribui para reducao
das incertezas de diagnostico de sistemas existentes e de concepcdo e
dimensionamento de solu¢cbes de remediacdo de poluicdo (ALCOFORADO, 2006).

Dados da Companhia Pernambucana de Recursos Hidricos (CPRH, 2006)
demonstram que as &guas do Rio Capibaribe encontram-se severamente
comprometidas por lancamentos de esgotos domésticos e industriais. Devido a essa
poluicdo, o Conselho Nacional do Meio Ambiente (COMANA), enquadra-o nha
classificacdo 4, que estd apenas no contexto restrito de navegacdo e paisagistico e

USOS menos exigentes.



78

O alto comprometimento do Rio Capibaribe resulta na necessidade de acdes
emergenciais para recuperacao de suas aguas (SILVA, 2003).

A determinacdo de um modelo matematico para simular a concentracdo dos
poluentes em situagBes diversas que demonstre a verdadeira realidade do rio, € um
passo importante, pois assim pode acionar as politicas efetivas de controle da

concentracd@o de poluentes criticos em niveis aceitaveis segundo a legislagéo vigente.
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2.2 ORGANIZAGAO DA DISSERTAGAO

A presente dissertacdo teve um periodo de execucdo 15 meses a partir da
aprovacao do Projeto e foi desenvolvida integralmente no Laboratdrio Inacio de Loyola
do Departamento de Estatistica e Informéatica da Universidade Catolica de
Pernambuco.

Dada a infra-estrutura computacional disponivel naquele Laboratério, ndo foram
necessarios recursos materiais adicionais para sua execuc¢ao.
Para alcancar os objetivos e metas da dissertacdo, o desenvolvimento do trabalho

foi realizado nas seguintes etapas:

1. Pesquisa Bibliogréfica — Realizada através do estado-da-arte em técnicas de
simulacdo que sdo aplicadas ao problema de modelagem temporal da dispersdo de
poluentes em regimes de escoamento laminar e tridimensional aplicaveis a sistemas

hidricos superficiais tais como rios, lagos e perfis represados;

2. Estudo das ferramentas matematicas necessarias ao entendimento e
elaboracdo dos modelos matematicos especificos — Foram selecionadas as
ferramentas matematicas necessarias ao entendimento dos modelos descritos na

literatura, escolhendo a que melhor se enquadra ao problema estudado;

3. Estudo dos softwares Scilab e outros de cédigo livre que serdo utilizados para
implementacdo da modelagem — Esta etapa consistiu no estudo das funcionalidades e
uso do software Scilab e dos pacotes disponiveis para simulagdo de sistemas
dindmicos posteriormente aplicAveis a este estudo. Esta fase gerou material
bibliogréafico que permite melhorar a curva de aprendizagem dos futuros estudantes e

pesquisadores que venham a colaborar com 0 mesmo;

4. Levantamento de dados relativos ao regime de vazédo, descarte de poluentes
oriundos do sistema de saneamento da regido metropolitana do Recife e disposi¢ao
geografica de um trecho do Rio Capibaribe — Essa fase constitui-se em levantamentos
dos dados relativos ao zoneamento e distribuicdo dos regimes de vazéo e descarte de
esgoto urbano relativos a regido metropolitana da cidade do Recife através dos
relatérios técnicos com detalhamento disponivel mediante consulta local. Dessa forma,

o estudo da bibliografia relativa a modelagem de dispersédo de poluentes em bacias
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hidrograficas superficiais culminou em um modelo simplificado capaz de reproduzir a

dispersao observada de poluentes introduzidos naquele meio;

5. Proposi¢cdo do modelo matematico — Através do Scilab e da andlise global
mediante os algoritmos selecionados na pesquisa bibliogréfica (seguindo o critério de
melhor resultado na reproducéo da evolucdo temporal da dispersdo de poluentes), foi
utilizado a simulacdo do comportamento espacial e temporal do fluxo de poluentes no
Rio Capibaribe, reproduziu a série histérica relativa aos dados observados alcangados
nessa etapa;

6. Delimitacdo do trecho do Rio Capibaribe — Apds a identificacdo do modelo e da
forma de introduzi-lo nas ferramentas computacionais anteriormente estudadas. Nessa
fase, foram introduzidos os dados reais relativos ao rio estudado. Os dados
introduzidos, foram identificados, segundo critérios de demanda de agua para
manutencdo de ecossistemas e densidade populacional ribeirinha, no trecho no qual a

modelagem foi aplicada;

7. Testes em dados simulados e ajuste dos modulos — Nessa etapa, foram
ajustados os médulos implementados de forma que foram obtidos os melhores
resultados possiveis em dados simulados. As etapas de simulacdo foram realizadas
com o auxilio do Scilab os testes e a geracao dos dados sintéticos com a suite de

ferramentas codigo-livre do Scilab;

No Capitulol, é apresentada a revisdo bibliografica do estado-da-arte relativa a
técnicas de simulacdo aplicadas ao problema de modelagem temporal da dispersao de
poluentes em regimes de escoamento laminar e tridimensional aplicaveis a sistemas
hidricos superficiais tais como rios, lagos e perfis represados. Uma breve descricdo da

ferramenta Scilab é incluida como parte desta revisdo

No Capitulo Il € feita uma caracterizagdo da area de estudo contemplada nesta
pesquisa bem como é formulado o problema da simulacdo, dado o regime de descarte
de esgotos urbanos bem como sua disposicdo geogréfica em um dado rio de perfil
geografico e regimes de vazdo conhecidos, de como tal poluicdo € dispersada ao
longo do tempo por esse regime de vazdo levando em conta fatores sazonais e
permitindo a elaboracdo de cenarios diversos tais como medidas de contencdo de

descarte, medidas de diminui¢do de vaz&o e modificacdo do curso dos rios estudados.
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Finalmente, no Capitulo Il sdo apresentados os resultados oriundos da simulacdo
de diversos cenarios, suas conclusdes e as considera¢gfes relativas a pesquisas

futuras.

2.3 MODELO SIMPLIFICADO DE BRAGCO DE RIO

O rio ser4d uma regido retangular de comprimento X e largura Y divida em uma

X Y o .
malha de nx = T e ny = — pontos nas dire¢des x e y, respectivamente.
m

Diferentemente do caso anterior, porém, no brago de rio existe uma velocidade

de escoamento suposta conhecida ao longo da direcdo x de forma que

V,=0e —2 =0 mas V, #0. Também de forma distinta do caso anterior, 0s pontos

de introducéo de poluente sdo supostos pertencentes as fronteiras {(X,O), 0<x< X}
ou {(X,Y),O< X < X} 0 que indica que os poluentes somente sao introduzidos no

sistema através de suas margens. Em Kk, +k, pontos de contaminagdo™

|1=(pX],O),|2=(pX2,O),"',|k]=(pXk1,O); I .
0s poluentes sédo introduzidos a
SI = (pxk1+1 ), Sz = (PX112 ,Y), aSkz = (PX15k2 ,Y)

taxas variaveis durante todo o tempo de observagdo simulando, por exemplo, a
o . . . 0oC
forma como uma industria descarta residuos em um rio, ou seja, E(pxi,t) = f,(t)

conhecida. Nas margens, fora dos pontos de contaminagdo, ndo h& descarte ou

introducdo de material poluente de forma que nos demais pontos de fronteira das
: o oC oC

margens superior e inferior temos E(X,O,t)=E(X,Y,t)=O,O<x< X. O fluxo

d’agua sera suposto da fronteira a esquerda (coordenada x=0) para a fronteira a

direita (coordenada x=X). Na fronteira a esquerda ndo ha introducéo ou descarte de
poluente de forma que C(0,y,t) =0 portanto %(0, y,1)=0(0<y<Y). Na fronteira
direita, o poluente é suposto descartado a uma taxa proporcional a sua concentracao,

isto &, %(X ,Y, 1) =—pC(X,y,t)com S >O0constante de proporcionalidade

'O simbolo S significa margem superior e o simbolo I margem inferior. Para fins de notagio, nos

referiremos aos pontos das margens indicando apenas a coordenada [X;
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conhecida o que termina com a descricdo das condi¢cdes de fronteira. Nos demais
pontos, a concentracdo do poluente é suposta nula de forma que, nestes pontos,
C(x,y,0)=0.

Simularemos duas situacdes com relagéo a velocidade de escoamento do rio:

a) A velocidade € constante ao longo do tempo e igual em todos os pontos do rio,

X

V V
Ny _ 0 de forma que V, # 0 mas a&tx =0
X

(sempre na direcao de x), ou seja,

b) A velocidade € ainda igual em todos os pontos do rio de forma que, mais uma

oV oV
vez, temos 5 ~ =0, contudo, ndo apenas V, # 0 mas também 6tx =Vv({it) =0
X

(conhecida). Um exemplo € a variacdo periddica da velocidade de um rio que
desdgua no oceano (como o caso dos rios Capibaribe e Beberibe) nas

proximidades do escoadouro devido a agéo das marés.
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2.4 CARACTERIZAGAO DA AREA DE ESTUDO

O Rio Capibaribe nasce nas vertentes da Serra Jacarara, municipio de Porcao,
possui 240km de extensdo. Em sua bacia, estdo localizados 39 municipios e o ele
desagua no Oceano Atlantico, depois de cortar toda a cidade do Recife. O Capibaribe
€ 0 rio mais importante do estado de Pernambuco, pois seu valor excede a
necessidade de abastecimento. Esse rio € uma das marcas pictéricas do estado, sua
existéncia tem valor histérico-valorativo, a histéria de Pernambuco esta associada a
existéncia desse rio. Nos ultimos anos, ele é representativo de um projeto ecolégico-
turistico. Outra atividade marcante relacionada ao Capibaribe é a da sobrevivéncia das
comunidades ribeirinhas que retiram dele a renda familiar visto que seus peixes e
caranguejos garantem a vida de varias familias. Percebe-se que a degradacao do rio
esta pondo em desarmonia ndo apenas a existéncia hidrografica como também a
social.

Com uma area total de 7.400 km?, correspondendo a aproximadamente a 7,8%
da &rea do estado. Seu curso esté dividido em trés trechos: superior, médio e inferior.
O alto Capibaribe (a montante da cidade de Toritama, com area de drenagem igual a
2750 km?) e médio Capibaribe (entre Toritama e Limoeiro, com 5650 km2) encontram-
se situados no Poligono da Seca, por isso apresenta um regime temporario. O baixo
Capibaribe encontra-se entre Limoeiro e S&o Lourenco da Mata, com 1230 kmz2.
Apresenta-se como um pequeno filete de agua, que se apresenta seco na maior parte
do ano, transformando o rio em um caminho de areia. Esse trecho possui uma grande
quantidade de agua no subsolo, tornando a area fértil e favoravel ao aproveitamento
das aluvides (deposito de cascalho, areia e argila que as enxurradas formam junto as
margens ou a foz do rio).

A partir do municipio de Limoeiro, o rio se torna perene na regido agreste do
estado, até o seu desaguadouro, sendo navegavel nos ultimos 20 km em direcéo a
sua foz no Recife. Ao longo de seu curso, o Capibaribe, atravessa varios centros
urbanos, servindo de corpo receptor de residuos industriais e domésticos. O Rio
Tapacura é o afluente mais importante do Capibaribe. Menos de 20% de sua area tém
chuvas acima de 800 milimetros.

O crescimento acelerado das ocupacdes desordenadas nas areas urbanas e
de varzea, conjuntamente com o desmatamento das areas de manguezais, vém
trazendo consequentemente o assoreamento da calha do rio e de seus afluentes,
como o Riacho do Cavouco, que nasce e corta a Universidade de Pernambuco
(UFPE), e o acude Apipucos (CIRILO, 2007).
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A carga poluente decorrente das atividades industriais e do esgoto doméstico
nao tratado, associada a falta de planejamento de ocupacéo do solo e ao lixo, mata a
biodiversidade nas aguas e margens, trazendo para a populagdo ribeirinha um largo
espectro de doencas de veiculacao hidrica.

O clima predominante em toda area de estudo é o clima tropical umido que
caracteriza uma precipitacdo média anual de 2450,7mm (média entre os anos de 1961
a 1990). Com cotas até 150 metros, na parte montanhosa e 10 metros, na regido das
planicies, que os morros que circundam as planicies aceleram o escoamento alagando
a planicie, assim se apresenta o relevo.

Segundo Cirilo (2007), a area regidao do Capibaribe tem regime térmico que
recebe influéncia da maritimidade e do relevo, o que facilita o deslocamento das
brisas, permitindo certa uniformidade da temperatura (em torno 24 °C e oscilacdo
inferior aos 4° C). Nessa regido, ha predominancia dos ventos alisios oriundos do
sudeste.

A vazéo, medida no posto localizado em S&o Lourengo da Mata, no periodo
entre (serdo utilizados os dados mais recentes referentes a vazao no momento da
modelagem matematica), indicou uma média de 19, 84 m3/s (CPRH, 2009).

Os meandros do Rio Capibaribe, juntamente com os das bacias dos Rios
Beberibe e Tejipié, formam a planicie de Recife. Essa planicie flvio-marinha com
grandes regides alagaveis e de solo que apresentam uma pequena resisténcia.

A regido de estudo apresenta o clima tropical tmido com uma estacao seca na
primavera-verdo e com outra estacdo chuvosa no outono-inverno (As'). Essas
caracteristicas sao devidos a Frente Polar Atlantica (FPA), com atuacdo mais intensa
entre junho e agosto e principalmente pelo fluxo permanente da massa de ar Tépida
Kalaariana (Tk), como resultado a pluviometria normalmente ultrapassa os 1.000
mm/ano, podendo chegar a atingir cerca de 2.300 mm/ano.

A classificacdo fluvial de acordo com Christofoletti (1999), com relacdo a
geometria, no Baixo Capibaribe torna-se dendritica, a medida que se aproxima da foz
no Oceano Atlantico enquanto que no Alto Capibaribe a drenagem é parcialmente
entrelagada. O tipo dendritico apresenta uma variacao entre o tipo retilineo (straight) e
0 meantrantre (meandering).

O ecossistema urbano do Capibaribe, apresenta uma cobertura vegetal com
uma importancia para o equilibrio ecologico da regido. Essa cobertura é responsavel
pela retencdo e estabilizacdo do solo, com isso facilita a infiltracdo da dgua da chuva
diminuindo o escoamento superficial. A vegetagdo a margem do rio da reflgio a fauna,

importante a sobrevivéncia da populacao ribeirinha . Outra fungdo da vegetagéo é a
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reducdo da poluicdo atmosférica e principalmente € responsavel pela potencialidade e
qualidade do abastecimento de agua.

A calha do Rio Capibaribe tem uma largura variavel, dentro da area de estudo

no Bairro do Derby varia de 60 a 120 metros de largura, enquanto que na parte final
atingi 200 metros.
O curso do rio na area estudada apresenta-se bastante alterada pela agéo antrépica
devido a urbanizacdo. As alteragcfes variam de aterramentos legais e clandestinos de
areas de varzeas, retificacdes e dragagens, construgcdo de muros de contengdo de
enchentes. Com essas alteragdes, principalmente devido as retencdes o rio perde
energia para transportar material mais fino e diminui a vazdo. Basicamente 0s
sedimentos encontrados nas margens sao silticos e argilosos com baixo teor de area
(menos de 1%).

A partir do bairro dos Coelhos e da bacia de Santo Amaro a bacia apresenta
uma grande quantidade de restos vegetais e de efluentes domésticos.

O manejo inadequado dos solos, juntamente com 0s baixos gradientes dos
canais e do Capibaribe, é responsavel pela potencializacdo dos extravasamentos da
rede hidrica, funcdo também do assoreamento das calhas pelos esgotos lancados
somados ao lixo langados no canal determinando a obstru¢cdo dos canais e
estreitamentos do leito.

O seguimento industrial gera, em todo o mundo, milhdes de toneladas de
rejeitos na forma de efluentes liquidos a cada ano. A procedéncia desses despejos é
decorrente de perdas inerentes ao processamento de insumos, da geracao de rejeitos
indesejaveis, de acdes de manutencdo, da fabricacdo de produtos fora de
especificacdo e eventualmente até de incidentes industriais.

A disposicdo desses contaminantes provoca alteracdes diversas nos corpos
receptores desses despejos, todas elas resultando em impactos ambientais
significativos. Além disso, a presenca de impurezas em fontes potenciais de
fornecimento de agua impde custos adicionais de tratamento para que esse bem
possa ser reaproveitado em quaisquer atividades (REBOUCAS; BRAGA; TUNDISI,
2006).

A trajetéria do ser humano na busca de minimizar os efeitos negativos
provocados pela industria de transformacdo compreende a¢des de diversas naturezas,
nas quais, no entanto envolvem processos de controle e prevencao.

As acdes de controle compdem-se de técnicas que visem minimizar os efeitos
adversos dos despejos antes de sua disposicdo no ambiente aquatico.

As acgOes de prevengdo para o manejo de efluentes industriais apdiam-se na

ndo geracdo ou ainda, no reaproveitamento dos rejeitos gerados pelas unidades de
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qualquer processo de transformacdo. Nesse campo em particular, vém-se destacando
no meio industrial as praticas de relso das correntes de despejos liquidos e de
aproveitamento de efluentes domésticos (REBOUCAS; BRAGA; TUNDISI, 2006).

De acordo com dados do CPRH, o Rio Capibaribe recebe varios tipos de
efluentes industriais em seu leito a partir da cidade de Limoeiro. Entre 0s seus
poluentes se destacam produtos quimicos, minerais ndo-metalicos, materiais plasticos,
matadouros, produtos alimenticios e de frigorificos.

Na &rea estudada nesta dissertacdo sdo encontradas poluentes de origens de
fontes industriais. Cromo e cianeto de origem de metallrgica, provenientes da
galvanaria e niquelagem desse tipo de industria. Apesar de terem seus efluentes
tratados, apresentam mesmo assim um grau de poluig&o alto.

O acido nitrico também é um poluente que é produto de industria na regiao
estudada, mas que se encontra em niveis aceitaveis .

Residuos contendo materiais organicos e soélidos em suspensao provenientes
de frigorificos também séo despejados em seu leito, apresentando um grau médio de
poluicdo, necessitando de um tratamento prévio. Graxas e iodo também séo efluentes
que sao despejados em seu curso, originados de industrias mecanicas.

O setor industrial é responsavel por cerca de 22% do uso mundial de agua,
sendo que nos paises desenvolvidos esse indice é de cerca de 59%, enquanto que
nos paises nédo desenvolvidos é de apenas 8%.

O setor é considerado o principal responsavel pela crescente dificuldade na
obtencdo de agua para atendimento das necessidades da sociedade. Esse fato deve-
se ndo s6 ao crescimento continuo da quantidade de Agua necessaria para atender a
demanda industrial, como principalmente a disposicdo, nos corpos d’agua, dos
efluentes aquosos industriais, os quais tém qualidade significativamente inferior a

original.



Figura 14: Foto de satélite do Rio Capibaribe em Recife (Fonte Google)
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Figura 15: Mapa da Bacia do Rio Capibaribe em Recife (Fonte Google)
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2.5 SIMULAGAO NUMERICA

Para simular o modelo de braco de rio descrito na se¢ao anterior, com intuito
de obter os parametros qualitativos de comparagcdo e calibracdo dos métodos
numéricos implementados, consideramos um braco de rio de dimenséao 300 metros de
comprimento com largura (distancia entre as margens) de 30 metros. A malha de
simulacéo foi dividida em quadrados de area 1m? cada. Os pontos de introducéo de
dejetos foram posicionados a cada 10 metros a partir do ponto inicial em cada
margem.

Chamamos a atencdo que o interesse inicial desta pesquisa era simular o caso
real relativo a um trecho do rio Capibaribe o que néo foi possivel devido ao fato de
que, até a presente dada, os dados disponibilizados pela CPRH né&o foram fornecidos.
Em trabalhos futuros, ja de posse dos dados reais coletados por aquela agéncia, tal
calibracédo sera feita de forma mais proxima da situacéo real.

Ressaltamos ainda que as técnicas implementadas neste trabalho, a citar,
métodos de diferencas finitas, sdo inadequados para geometrias mais complexas
ainda que, em geometrias simples — como as estudadas neste trabalho — fornecam
uma excelente solucdo de compromisso entre simplicidade computacional e precisédo
numérica. Desta forma, em estudos limitantes das regides de fronteira do rio por
geometrias simples (por exemplo, escolhendo-se trechos retangulares de estudo) as
técnicas estudadas neste trabalho tendem a ser bastante precisas mas
computacionalmente inviaveis em geometrias mais complexas de forma que, em
trabalhos futuros de continuidade desta dissertagdo em um trabalho de doutoramento
— técnicas de elementos finitos e volumes finitos devem ser implementadas e

comparadas com os resultados aqui obtidos.

As simulagbes realizadas tomaram por base diferentes situagbes de
contaminacdo. Em cada situacdo, foi observado o comportamento espacial da
“‘mancha” (pluma) de poluente ao longo do tempo. Também foi mantido registro da
concentragdo ao longo do tempo do poluente em cada ponto de observacdo. Os

resultados para cada situacéo sdo discutidos abaixo:

2.5.1 REGIME DE ESCOAMENTO NULO

Nesta simulacdo, a velocidade do rio foi suposta nula em ambas as
componentes X (comprimento do rio) e Y (largura, ou distancia entre as margens).
Esta situacdo ocorre na pratica quando a vazao do rio é pequena e oposta ao fluxo de

maré sendo, no caso especifico
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do rio Capibaribe, predominante em situacdes de pouca precipitacdo. Os seguintes

regimes de descarte foram simulados:

e Descarte em um ponto fixo no inicio do rio
e Descarte em um ponto fixo em ambas as margens do rio

e Descarte em dois pontos ndo antipodas em margens opostas do rio

Em todos as simulacdes, as manchas dispersaram-se por difusdo simples. Dados de
pontos de coleta indicam que a concentracdo atinge um maximo apds um dado
intervalo de tempo estabilizando em seguida. Em casos reais, tais comportamentos
indicariam que uma fonte poluente intermitente acaba por contaminar todo o perfil do
rio, entretanto, a concentragcdo do poluente pode ser mantida, ponto-a-ponto,

arbitrariamente baixa controlando a vazéo do poluente inoculado.

2.5.2 REGIME DE ESCOAMENTO CONSTANTE

Nesta simulagdo, a velocidade do rio foi suposta constante e na diregéo
Cidade-Oceano (variagéo positiva da coordenada X) e independente da coordenada Y.
Esta situacdo ocorre na pratica quando ha situagcdo de vazante ou jusante das mares.
Foram simuladas diversas situagfes de descarte, em particular, os resultados

apresentados abaixo referem-se também as situagoes:

e Descarte em um ponto fixo no inicio do rio

e Descarte em um ponto fixo em ambas as margens do rio

Também nestes casos, observou-se que ha uma parcela da dispersdo que ocorre por
difusdo simples, mas também h& outra parcela, significativa, devida ao movimento da
massa liquida.

A principal diferenca qualitativa com relac&o aos resultados anteriores, i.e., em
regimes de escoamento nulo refere-se ao comportamento da concentragcdo nos pontos
de observacao/coleta de dados. Nestes pontos, a concentracdo tende a diminuir apés
atingir o maximo antes de estabilizar. Na prética, isto implicaria que um regime de
descarte intermitente de poluentes tende a exceder, a0 menos por um certo periodo,

os limites maximos de
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concentracdo aceitaveis de poluicdo antes de estabilizar o que poderia implicar em um
dano, ainda que os dados de coleta indicassem concentracdo baixa de poluente,
devido a exposicdo do bioma a altas concentragfes de poluicéo.
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2.6 SIMULAGAO LABORATORIAL

Para a validacdo do Modelo Matemético proposto neste trabalho, foram
realizados experimentos laboratoriais que comparam os valores reais com 0s obtidos
através dos resultados computacionais.

Whitehead, Williams, Hornberger (1986) concluiram que os coeficientes de

dispersdo de poluentes de um rio obtidos experimentalmente s@o preferiveis aos
valores obtidos utilizando a abordagem hidraulica ou canal geométrica. A variagdo da
vazao do fluxo juntamente com o coeficiente de dispersdo deve ser considerada. A
faixa de erro deve ser avaliada para validar o modelo matemaético.
O ajuste dos dados utilizados na modelagem matematica através de parametros de
calibracdo ndo € necessario quando um grande namero de unidades computacionais
reduz drasticamente os erros aleatorios em parédmetros e eficaz sobre a simulagéo de
tais caracteristicas como integrante de uma grande bacia. Quando o numero de
unidades computacionais diminui, o erro relativo de simulagdes cresce. Isto aumenta
0S requisitos necessarios para a precisdo do parametro estimado(GUSEV;
NASONOVA, 2000).

Gusev, Nasonova (2000) fizeram uma abordagem baseada em imagens para
medic¢des avaliados em um experimento sobre o rio lowa em lowa City. Mais de vinte e
um dias, dez medicdes foram feitas usando a abordagem baseada em imagem. Dez
minutos de gravacdo em video foram feitos da agua do rio para cada medicao.
Particle image velocimetry (PIV) foi utilizada para estimar as velocidades da superficie
para a area fotografada usando naturalmente espuma como um fluxo marcador. A
velocidade de superficie estimada foi, entdo, ao longo do rio, calculado utilizando-se o
padrdao de velocidade com métodos mais de uma éarea selecionada de secc¢éo
transversal. Varios aspectos exclusivos desse experimento foram a utilizacdo de PIV
para as condicbes de escoamento, e a avaliacdo das estimativas quitacdes
relativamente a uma série de condi¢cbes de escoamento.

A comparacao do PIV com as medi¢fes tradicionais em metros, por exemplo,
gue foram feitas no local desde 1984, mostrou que o IPV foi consistente com o0s
observados na fase de descarga efetuados. O experimento variou de 50 a 300 m°®s™,
gue abrange uma grande parte da classificacdo atual. Os resultados experimentais
sugerem que a abordagem baseada em imagem pode ser uma maneira confiavel de
se estabelecer uma fase de descarga e, relacdo a talvez até mesmo a distancia,
fazendo medi¢Bes repetidas com uma camera montada no local. Ainda assim, existem

limitacdes inerentes a forma de abordagem. Essas limitagdes incluem a necessidade
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de reconhecer os padrdes do fluxo de particulas ou marcador para detectar o
movimento, 0s problemas associados as informacgfes sobre a superficie da agua, bem
como o problema comum a determinacdo de todas as medi¢cdes da necessidade das
informacdes sobre o canal de secc¢éo transversal (CREUTIN, 2003).

Existe uma necessidade para a validacdo das previsbes dos modelos de
distribuicdo interna de fluxo, e sugere a necessidade de dados de campo juntamente
com as interagfes dentro da planicie do rio (STEWART, 1999). O fluxo de um rio é um
dos processos mais importantes em termos de modelagem em sistemas de inundacao
da planicie, embora existam sempre importantes dados de entradas laterais de
drenagem e de encostas que circundam a planicie e de interagbes entre o rio e a
planicie.

Bates; De Roo (2000) desenvolveram simula¢cdes de um modelo aplicado a um
alcance de 35 km do rio Meuse na Holanda, utilizando apenas como fontes de
informacg&o os dados publicados e empregados para simular um evento de grande

enchente que ocorreu em janeiro de 1995.

2.7 MATERIAIS UTILIZADOS

Para a realizagdo das simulagdes laboratoriais da dispersdo de poluentes em

um rio foram utilizados os seguintes materiais:

Figural6 — calha em PVC TIGRE de 300cm x 15cm x 10 cm



Figura 17 - Calha com uma trena milimetrada

Figura 18 — Corante liquido base agua Coral

Figura 19 — Seringa Descartavel de 5ml (Plastipak)
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Nas simulacdes realizadas, foi utilizada a calha para simular o leito do rio,
semelhante & anatomia existente no trecho estudado, respeitando a vazdo e a
velocidade das dguas em uma escala proporcional a realidade.

A trena foi usada para mencionar, em centimetros, a expansdo do corante a
base de 4gua, com o tempo em segundos, representando os poluentes estudados que
se enquadram as caracteristicas desejadas no estudo.

A turbuléncia foi eliminada na simulacao através do comprimento da calha
(8m), escolhido a regido estudada onde né&o existia agitagdo. Para verificar o

comportamento do corante foi escolhida a cor azul, contrastante com a agua.

Figura 20 — Regido com turbuléncia descartada

2.8 RESULTADOS DA SIMULAGAO

As simulagdes realizadas seguiram os parametros reais do rio Capibaribe como
vazao e velocidade. O corante usado apresentou um comportamento semelhante ao
poluente real selecionado no estudo, como: a maior parte sofresse difusdo ao longo
do tempo, ndo reagisse quimicamente com a agua e uma pequena parte se

depositasse no fundo da calha.

Figura 21 — A expanséo de uma gota em relagcdo ao tempo.
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Figura 22 — Expanséo da gota do corante ap6s 5 segundos

No primeiro momento em que se coloca a primeira gota do corante a base de
agua, ocorre um afastamento no centro do ponto de contato do corante com 4gua, em
seguida um preenchimento do espacgo vazio deixado ao mesmo tempo tem inicio a
expansao do corante ao longo do tempo.

A maior parte do corante é arrastada em dire¢éo a correnteza que sofre difuséo
ao longo do tempo, apenas uma pequena parte do corante se deposita no fundo da

calha utilizada nesse estudo.
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A velocidade encontrada foi de 4,47 cm/s, pois a bola de isopor percorreu 85
cmem 19s.




100




101




102

Ssuzy

o
o 18, o,



103

2.9 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

E inegavelmente crescente a percepc¢do publica de que a prevencdo é uma
forma mais adequada de tratar a problematica ambiental que a simples remediacao de
eventos. Em particular, rios urbanos, dado seu papel s6cio ambiental, tem recebido
cada vez mais atencao neste aspecto.

No caso especifico do Rio Capibaribe, ha um ndmero crescente de projetos
concebidos exclusivamente para a protecao ou reparacao de suas areas adjacentes,
sobretudo, no que se refere a areas de protecdo ambiental tais como mangues e
estuérios.

Neste contexto, o presente trabalho propde uma modelagem matematica que
pode ser facilmente simulada em um computador permitindo o estudo de conveccéo e
dispersiva dos fendbmenos de transporte em trechos de rios de geometria simples. No
caso dos resultados obtidos relativos as simula¢des, nos levam a crer que em um rio a
dispersdo do poluente ocorre, aparentemente, como observamos nos testes
realizados, guardada as devidas proporcdes relativas ao tamanho e quantidade dos
poluentes, o que, também, ndo devemos desprezar as caracteristicas dos poluentes,
gue irdo determinar a velocidade com que estes chegardo a outros pontos de coleta
do mesmo. Acreditamos que esta hipotese tem uma simplificacdo de menor influéncia,
sobre a correspondente solucdo analitica aproximada do fluxo de campo. Esta solugéo
também nos forneceu esquemas que permitam a identificacdo imediata das
dimensdes da caracteristica da zona de captacdo, importantes no estudo do fluxo

convectivo do poluente.

Alguns casos foram desenvolvidos que mostram o potencial do método no que diz
respeito a possibilidade de acompanhar a evolucdo dos poluentes introduzidos. Toda a
abordagem aqui descrita pode ser facilmente aplicavel a diversas situacdes reais.
Mesmo que a investigagdo neste artigo permanece na esfera homogénea de meios de
comunicagdo social, acreditamos que o esquema matematico proposto pode ser de
USO pratico em numerosos casos praticos, evitando a necessidade de uma complexa e

laboriosa formulag@o numérica.
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